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Resumen:

En este trabajo se realiza una clasificacion de los grupos abelianos finitos y de los no abelianos
de érdenes menores que 32. Para ello se desarrolla la teoria de Lagrange, el producto semidirecto y
los teoremas de Sylow. Posteriormente, se prueba el teorema de clasificacién de los grupos abelianos
finitos. Por tltimo, se caracterizan los grupos de 6rdenes p, p?, p?, pq y 4p, que sirven como base
para realizar una clasificacién completa de los grupos de érdenes bajos, menores que 32.

Abstract:

In this work we establish a classification of finite abelian groups and non-abelian ones whose
orders are less than 32. To do that, we develop Lagrange theory, semidirect product and Sylow
theorems. Then, finite abelian groups classification theorem is proven. Lastly, groups whose orders
can be written as p, p?, p°, pq, and 4p are classified. This characterisation is the base for a whole
classification of groups of low order, under 32.
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Introduccién

El objetivo final de este trabajo es realizar una clasificacién salvo isomorfismo de los grupos de
6rdenes bajos. Para ello, en las secciones 1] y [2| se recogen definiciones y resultados bésicos de la
teoria de grupos y homomorfismos. Posteriormente, en la seccién [3| se ve el teorema de Lagrange,
segun el cual el orden de todo subgrupo divide al orden del grupo y en la seccion {4 se define el
producto semidirecto de grupos, el cual juega un papel fundamental en la construccion de grupos
de 6rdenes mayores a partir de grupos de orden mas bajo. En la seccion [5] se estudian los teoremas
de Sylow, los cuales tienen una enorme importancia en la teoria de grupos finitos, pues establecen
la existencia y una serie de propiedades de los subgrupos de Sylow de un grupo finito G, que no son
otra cosa que subgrupos de orden p™, donde p es un divisor primo del orden de G y n es el mayor
namero natural tal que p™ es divisor del orden del grupo y, por tanto, puede existir un subgrupo
de tal orden sin violar la teoria de Lagrange. Toda esta discusion puede verse con méas detalle en
[2].

Por tltimo, en las secciones [6] [7] y [§] se establecen las clasificaciones de distintas familias de
grupos. En primer lugar, en la seccién[6]se caracterizan todos los grupos abelianos finitos a partir de
sus coeficientes de torsién, mientras que en las siguientes secciones se clasifican grupos no abelianos.
En la seccién [7] se caracterizan los grupos cuyos érdenes tienen descomposiciones en producto de
nimeros primos sencillas, tales que el orden del grupo se escribe bien como p, p?, p?, donde p es un
nimero primo, bien como un producto pg, donde ¢ es otro ntimero primo, o bien cuando el orden
del grupo es 4p, donde p es un nimero primo mayor o igual que 5. En la seccién [§] se caracterizan
los grupos de 6rdenes hasta 31 que no estéan incluidos en las familias anteriores, es decir, los grupos
de ordenes 12, 16, 18, 24 y 30. El motivo de finalizar aqui la clasificacién es que existen 51 grupos de
orden 32, segiin viene demostrado en [6], y su clasificacién se escapa a los objetivos de este trabajo.

La caracterizacion de los grupos abelianos finitos es completa a partir de los coeficientes de
torsién. Por otro lado, la clasificacién de los grupos no abelianos se ha llevado a cabo, principal-
mente, por dos procedimientos distintos. El primero de ellos sirve para los grupos G cuyo orden
es una potencia de un nimero primo. Por los teoremas de Sylow, dicho grupo contiene subgrupos
cuyos Ordenes recorren todas las potencias menores de dicho nimero primo y, ademas, el centro
del grupo es no trivial. De este modo, el subgrupo Z(G) y el grupo cociente G/Z(G) son grupos
cuyos Ordenes son una potencia menor de p, los cuales ya habian sido clasificados previamente. A
partir de los distintos tipos de isomorfia del centro y del grupo cociente se construyen los distintos
grupos de orden mayor.

El segundo método de caracterizaciéon utilizado sirve para clasificar grupos cuyos érdenes tienen
una descomposicién formada por mas de un niimero primo. A excepcién del grupo de permutaciones
S4 de orden 24, en todos los grupos clasificados los teoremas de Sylow garantizaban la existencia
de dos subgrupos, al menos uno de ellos normal, que intersecaban en el elemento neutro y cuyo
producto era el grupo original G. De este modo, los grupos de orden mayor podian construirse
como productos semidirectos de grupos de menor orden.



1. Nociones basicas de teoria de grupos

Definicién 1.1. Un grupo es un par (G, -), donde G es un conjuntoy - : G xG — G : (a,b) — a-b
es una operacion que verifica las siguientes propiedades:

1. Propiedad asociativa: (a-b)-c=a-(b-¢) Va,b,c € G.

2. Existencia del elemento neutro: d1g € G tal que a- 1¢ = 1g-a =a Va € G.

3. Existencia del elemento inverso Va € G, 3a~' € Gtalque a-a ' =a'-a =15

En adelante, si no hay riesgo de confusién, se denotara el grupo por G en lugar de (G, -) y se
escribira ab en lugar de a - b.

Definicion 1.2. Un grupo G se dice abeliano si
ab=ba VYa,b € G

Definiciéon 1.3. El orden de un grupo G es el nimero de elementos de este, suponiéndose que sea
finito.

Definicién 1.4. Dado un grupo (G, -), un subconjunto H C G se dice que es un subgrupo de G si
es un grupo con la operacién heredada de G, esto es, con la restriccion de la aplicacién - a H x H.

Observacién 1.5. Un subconjunto H C G es subgrupo siy sélosi 1g € Hy ab~! € H Va,b € H.
De aqui se deduce que la interseccién arbitraria de subgrupos de un grupo G también es un subgrupo
de este.

Definicién 1.6. Dado un grupo G y un elemento = € G, los elementos de G que pueden escribirse
como g 'xg para alglin g € G se denominan elementos conjugados de x. El conjunto de elementos
conjugados de x se denomina clase de conjugacion de x en G.

Definicién 1.7. El centro de un grupo G, denotado por Z(G), se define como el subgrupo de G
dado por
Z(G)={2€G:z9=ygzVgeG}

Definicién 1.8. Un subgrupo N C G se dice normal si verifica que g7'Ng := {g7ng : n € N}E]
es igual a N para cada g € G. La normalidad de N se denota por N < G.

Observacion 1.9. Equivalentemente, un subgrupo N de G es normal si y sélo si

Ng={ng:neN}={gn:ne N} =gN Vge G

Definicién 1.10. Dado un subgrupo H C G, el normalizador de H en G, denotado por Ng(H),

es el subgrupo
Ng(H):={g9€G:g 'Hg=H}

que verifica ser el mayor subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal.

'Puede demostrarse que el elemento neutro y el inverso de cada elemento son tnicos.
2Dichos conjuntos g~ 'Ng son subgrupos de G si N también lo es. Se denominan subgrupos conjugados de N.



Definiciéon 1.11. Dado un subgrupo normal H < GE] se define el grupo cociente G/H como el
conjunto de clases de equivalencia en G dadas por g1 ~ g2 & g195 L'¢ H, con la operacién

G/H x G/H — G/H, (Ha, Hb) — Hab|[]

Definiciéon 1.12. Dado un grupo GG y un subconjunto S C G, el subgrupo generado por S, y
denotado por (5), es la interseccién de todos los subgrupos que contienen a S. E] Puede comprobarse
que (S) es el conjunto de elementos de G que pueden expresarse como producto de una cantidad
finita de elementos de S, posiblemente repetidos, o de sus inversos.

2. Homomorfismos y teoremas de isomorfia

Definicion 2.1. Un homomorfismo de grupos es una aplicacién f : G; — Go, donde G y G2 son
grupos, que verifica que f(ab) = f(a)f(b) Ya,b € Gl.ﬁ

Definicion 2.2. El nicleo de un homomorfismo de grupos f : G; — Ga es el subgrupo normal
dado por:

ker f == ' ({1e,}) = {w € G1: f(2) = 1a,}

Observacion 2.3. Si un homomorfismo f : G; — G2 es biyectivo, su aplicacién inversa también
es un homomorfismo. En tal caso, se dice que f es un isomorfismo y que los grupos G1 y G2 son
isomorfos, lo que se denota por G1 = Go.

Observacion 2.4. Dado un homomorfismo de grupos f : G; — Ga, el conjunto
Imf={f(x):z€Gi} C Gy

es un subgrupo de Go. El homomorfismo f es sobreyectivo si y s6lo si Im f = G2. En este caso, se
dice que f es un epimorfismo.

A continuacién, se presentan algunos teoremas que afirman que determinados grupos son iso-
morfos.

Teorema 2.5. Dado un homomorfismo de grupos f : G; — G2, existe un isomorfismo dado por:

f=Gi/ker f - Imf: (ker f) a+ f(a)

Demostracién. La aplicacién f estd bien definida y es inyectiva puesto que

(ker f)a = (ker f) b ab™! € ker f & f(a) ()" = f(ab™)) = 1, & f(a) = F(b)
Ademss, f es sobreyectiva por la propia definicién de Im f y es un homomorfismo por serlo f. O

Teorema 2.6. Dados dos subgrupos normales, H y K, de un grupo G tales que H C K C G, se
verifica que los grupos G/K y (G/H)/(K/H) son isomorfos.

3La normalidad de H es condicién necesaria para que la operacién de G /H esté bien definida.
4Puede demostrarse que esta definicién verifica los axiomas de grupo.

SEquivalentemente, (S) es el menor subgrupo que contiene a S.

SEsta definicién implica que que f(lg,) = la, ¥ que f(a™') = f(a)™' Va € G1.



Demostracion. Se sigue de aplicar el teorema [2.5| al homomorfismo
Yv:G/H - G/K: Haw— Ka
O

Por otro lado, existe una correspondencia entre los subgrupos de G que contienen a H y los
subgrupos de G/H, la cual es expuesta en el siguiente teorema

Definicién 2.7. Dado un subgrupo H C G, el homomorfismo suprayectivo dado por
7m:G—G/H: g— Hg
se denomina homomorfismo cociente.

Teorema 2.8. Dado un subgrupo normal H de un grupo G, sean Xy (G) y X(G/H) la familia de
subgrupos de G que contienen a H y la familia de subgrupos de G/H, respectivamente. Entonces,
la aplicacion

v :Yy(G) = X(G/H), K — n(K)=K/H

es biyectiva.

Demostracion. 1 esta bien definida porque ¢ (K) = 7(K), donde 7 es el homomorfismo cociente, y
la imagen de un subgrupo por un homomorfismo es también un subgrupo. Ademds, ¢ es suprayectiva
puesto que, dado P, subgrupo de G/H, entonces m (W_I(P)) = P, por ser T suprayectiva, y 7~ (P)
es un subgrupo de G que contiene a H

Por dltimo, 1 es inyectiva puesto que si w(K1) = 7(K2) y K1 # Ko, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que 3z € K; \ K». Entonces m(z) € n(K;) = w(K2), de modo que existe ky € Ko
tal que 7(x) = w(ks), luego 2~ 1ky € kerm = H C Ks. De este modo, x = ks (w‘lkg)_l € K. Esta
contradiccién prueba que si w(K;) = w(K3), con Ki, Ko € ¥y (G), entonces K1 = Ks. Por tanto,
1 también es inyectiva. O

Proposiciéon 2.9. Dados dos subgrupos K C H C G tales que K < G, se verifica que:

Ng(H)/K = Ng/x(H/K)

Demostracion. Dado g € Ng(H), se tiene que g 'Hg = H, de modo que (Kg) '(H/K)(Kg) =
(97'Hg)/K = H/K, por lo que Kg € Ng i (H/K). Por tanto, Ng(H)/K C Ng/Kk(H/K).
Reciprocamente, si Kg € N/ (H/K), se tiene que (¢~ 'Hg)/K = (Kg)"'(H/K)(Kg) = H/K.
Como K <Gy K C H, también se cumple que K = ¢ ' K¢ C g~ 'Hg, luego por el teorema
g 'Hg = H. Por tanto, g € Ng(H), luego Kg € Ng(H)/K. O

3. Teoria de Lagrange

3.1. Orden del Producto

Definiciéon 3.1. Dados dos subgrupos H y K de un grupo G, se define su producto como el conjunto
HK ={hk:he H ke K}

A continuacion, se presenta una caracterizacion acerca de cuando el producto de dos subgrupos
es también un subgrupo.



Proposiciéon 3.2. Dados dos subgrupos H y K de un grupo G, el producto H K es un subgrupo
de G siy sélo si HK = KH. En particular, si G es abeliano, H K es un subgrupo.

Demostracion. (=): Si HK es un subgrupo, se tiene que
khe KH= (kh) ' =h'k ' € HK = kh = ((kh)™) " € HK

donde la ultima implicacién se debe a que el inverso de un elemento de un subgrupo estd en el
subgrupo. De este modo K H C HK. Reciprocamente,

hk € HK = (hk) ™' € HK = 3hy € H k1 € K : (hk) ™' = hik; = hk = (hik)) ' = k7 'h{ ' € KH

Por tanto, HK C KH, luego HK = KH.

(<): Como lg e HNK y 1g = 1g - 1¢, se tiene que 1 € HK.

Por otro lado, dados hiky,hoke € HK, donde hi,hs € H y ki,ky € K, se verifica que
(hik1)(hoko)™t = hi (kiky') hy'. Como HK = KH, existen hy € H y k3 € K tales que
hsks = (kiky ') hy'. Entonces, (hiki)(hoks)™t = (hihs)ks € HK. Asi, por la observacién
HK es un subgrupo. O

Corolario 3.3. Dados dos subgrupos H y K de un grupo G tales que K <G, el producto HK es
un subgrupo.

Demostracion. Como K es un subgrupo normal, por la observacién [1.9
HEK = | JhK = | | Kh=KH
heH heH

Entonces, por la proposicién HK es un subgrupo de G. O

El cardinal de un producto viene dada por la denominada férmula de Lagrange, expuesta en la
siguiente proposicién.

Proposiciéon 3.4. Dados dos subgrupos finitos H y K de un grupo G, se verifica la relacién
ord(H)ord(K) = |HK|ord(H N K)
En particular, |HK| < ord(H )ord(K).

Demostracion. Considérese en el producto cartesiano H x K, la relaciéon de equivalencia R dada
por
(h1,k1) ~ (ha, k2) & hiki = hoko

Entonces, el cardinal de H x K es ord(H)ord(K) y el de cada clase de equivalencia es ord(HNK).
Esta tltima afirmacién se debe a que, dada la clase de equivalencia [(h, k)], la aplicacién

¢:[(h, k)] = HNK, (h1,k1) — hi'h

es biyectiva. En efecto, estd bien definida puesto que hk = hik; = hl_lh =kk'lcHNKYy
su biyectividad se ve porque, dado * € H N K, el elemento (hx~!,zk) es el tinico de la clase de
equivalencia cuya imagen es x.

Ahora, considérese la aplicacién

b (H x K)/R — HK, [(h, k)] — hk

que estd bien definida y es biyectiva. Entonces, el cardinal de ambos conjuntos coincide, lo que
implica la igualdad buscada.
La segunda parte es consecuencia inmediata de que ord(H N K) > 1. O



3.2. Transitividad del indice

Definicion 3.5. Dado un subgrupo H C G, el conjunto de clases laterales por la derecha es el
formado por las clases de equivalencia dadas por la relacion

Ry:a~bsab e H
Puede verse que dichas clases son:
Hg:={hg:he H} Yge G

Definicion 3.6. El numero de clases de equivalencia se denomina indice de H en GG, lo que se
denota por [G : H|.

El indice verifica una propiedad transitiva, enunciada en el siguiente teorema.
Teorema 3.7. Dados dos subgrupos H y K de un grupo finito G tales que K C H, se verifica que:
G:K|=[G:H|-[H:K]

Demostracion. Sean aq, ... ,a,, representantes de las clases laterales de H en G, donde n = [G : H|,
de modo que
n
G = |_| Hai
i=1
donde LI denota la unién disjunta.
Andlogamente, sean by, ..., b, representantes de las clases laterales de K en H, de manera que
m
H=| | Kb,
j=1

Como la unién es disjunta, cada K (bja;) representa a una clase lateral distinta de K en G, por
lo que
[G:K]=n-m=[G:H| [H:K]

O
La transitividad del indice tiene algunas consecuencias interesantes.
Corolario 3.8. Dado un subgrupo H de un grupo finito G, se verifica la formula de Lagrange
ord(G) = ord(H) - |G : H]
En particular, el orden de cada subgrupo H divide al orden de G.
Demostracion. Tomando K = {1}, el teorema [3.7] implica que
ord(G)=[G:K|=[G:H|-[H:K|=|G: H| ord(H)
O



Corolario 3.9. Dados dos subgrupos H y K de un grupo finito G' cuyos érdenes son primos entre
si, su interseccién verifica que H N K = {1g}.

Demostracion. Como H N K es un subgrupo tanto de H como de K, su orden ha de dividir tanto
al orden de H como al de K. Como estos son primos entre si, se tiene que ord(H N K) = 1, luego
HNK ={lg}. ]

Otro aspecto de gran importancia en la clasificacién de grupos es la restriccién en el orden de
sus elementos.

Definicién 3.10. Dado un grupo G y un elemento a € G, se define el orden de a en GG, denotado
por o(a), como el menor n € N tal que a™ = 1. Puede verse que el conjunto de niimeros enteros
m € Z tales que a" = 1 son los multiplos de o(a).

El teorema también restringe los 6rdenes de cada uno de los elementos de un grupo finito a
los divisores del orden del grupo.

Corolario 3.11. Dado un grupo finito G, el orden de todo elemento a € G divide al orden del
grupo.

Demostracion. Dado a € G, el conjunto (a) = {a" : n € Z} es un subgrupo cuyo orden coincide
con el orden de a. El resultado se sigue, entonces, del corolario |3.8 ]

En este punto, resulta intuitivo definir la siguiente clase de grupos.

Definicién 3.12. Un grupo G se dice ciclico si existe un elemento a € G tal que G = (a). De este
modo, un grupo finito es ciclico si y sélo si contiene un elemento cuyo orden coincide con el orden
del grupo.

4. Producto semidirecto de grupos

Antes de definir qué es el producto semidirecto de dos grupos, vamos a definir el grupo de
automorfismos de un grupo.

Definicién 4.1. Dado un grupo G, se define su grupo de automorfismos, denotado por Aut(G),
como el grupo formado por el conjunto de isomorfismos de GG en GG, denominados automorfismos,
con la operacién

(61 - ¢2)(9) = (d20¢1)(9) Vg€ G

Definicidon 4.2. Dados dos grupos G1 y G, se define su producto directo G1 X G como el producto
cartesiano de G y G2 con la operacién

(1, 22) - (Y1,¥2) := (x1y1, T2y2) V1,91 € G1, VI2,y2 € Ga

Definicién 4.3. Dados dos grupos G y G2 y un homomorfismo ¢ : G; — Aut(G2), se define el
producto semidirecto de G y G2 via ¢, denotado por G x4 G2, al producto cartesiano de G y
G2, con la operacion

(x1,22) - (y1,¥2) = (Z1y1, d(y1)(22) Y2) V1,11 € G1, Ya2,y2 € Go

La consistencia de esta definicién se ve en la siguiente proposicion, que muestra que, efectiva-
mente, el producto semidirecto de grupos es un grupo.



Proposicion 4.4. El producto semidirecto de grupos, tal como se ha definido anteriormente,
verifica los axiomas de la definiciéon de grupo (1.1

Demostracion. En primer lugar, demostraremos la propiedad asociativa

((w1,22) - (y1,92)) - (21, 22) = (w1y1, B(Y1)(T2)y2) - (21, 22) = (T1Y121, P(21) (P(Y1)(T2)Y2) 22) =
(z1y121, (B(21) 0 P(y1)) (22) P(21)(y2) 22) = (T1Y121, P(Y121)(22) P(21)(Y2) 22) =
(z1,22) - (Y121, 9(21) (Y2)22) = (21, 22) - ((y1,92) - (21, 22))

Por otro lado, veamos que (1g,, 1g,) es el elemento neutro del producto semidirecto. Para ello,
cabe destacar que, por las propiedades de los homomorfismos de grupos, ¢(1¢g,) es el automorfismo
identidad de GG5. Entonces,

(xlva) : (1G17 1G2) = (m11G17¢(1G1)(x2)1GQ) = (mlﬂxQ)
(1017 1G2) : (1’1,1’2) = (1G1x17¢(x1)(1G2)x2) = (.%‘1,.%'2)

Por tltimo, veamos la existencia del elemento inverso a partir de la igualdad (z1,22)7! =
(xl_l, gb(xfl)(x;l)). Esto es cierto, dado que

(w1, 22) - (27", d(a7 ) (23 1) = (w127, ¢ (271) (@2)d(2z7 (23 )) = (g, ¢ (271 (2223 )) = (1ay, 1a,)
(z7 ! p(ar (@) - (21, 22) = (27 21, (G(a1) 0 G2 ) (23 22) = (Lo, 01, ) (23 w2) = (16, 1,)
]

Observacion 4.5. Si ¢ : H — Aut(K) es el homomorfismo nulo, es decir, el homomorfismo que
verifica que ¢(h) = Idg Yh € H, entonces el producto semidirecto H x4 K coincide con el producto
directo.

El producto semidirecto es muy tutil a la hora de clasificar los distintos grupos de un orden
dado, debido a la siguiente proposicion.

Proposicion 4.6. Dado un grupo G y dos subgrupos de este, H y K, tales que K <G, HK =G
y HN K = {1}, entonces G es isomorfo a un producto semidirecto de H y K.

Demostracion. Como K es un subgrupo normal de G, es invariante bajo la conjugacién por ele-
mentos de H, es decir, que para cada h € H, la aplicacion

h:K— K, 2+ hlzh
es un automorfismo de K. Entonces, puede considerarse la aplicacién
¢ H— Aut(K), h—h
que es un hOmOHlOI‘ﬁSHIO de grupos puesto que:
(6(h) - 6(h2) (2) = (6(ha) © 6(h)) (&) = (B2 o 1 ) (2) = Ay AT whahs =
(hihe) 'z (hahg) = haha(z) = ¢(hihe)(x) = é(h1) - G(ha) = ¢(haha)

De este modo, ¢ define una estructura de producto semidirecto H x4 K, que queremos ver que
es isomorfo a G. Para ello, se considera la aplicacién

Wi Hxy K — G, (hk)— hk
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que es sobreyectiva por la condiciéon G = H K. Adem4s, es homomorfismo porque

Y ((h1, k1) - (he, k2)) =4 <h1h27%2(k‘1)k‘2) =1 (hlhz,h§1k1h2k2) =
hihohy ' kihoks = hykihoky = 1(ha, k1)t (ho, ks)
Por dltimo, ¢ es inyectiva puesto que
(h,k) €Ekerp = hk=1g=h=k"'€ HNK = {lg} = (hk) = (1, 1x) = Luw,x
Por tanto, ¢ es un isomorfismo, luego G = H x4 K. O

Corolario 4.7. En las condiciones de la proposicién si ademas H < G, entonces G = H x K
es el producto directo de H y K.

Demostracion. Como H y K son subgrupos normales, se verifica que k~'h=lkh e HN K = {1¢},
de modo que h(k) =k VYh € H, Vk € K. N

De este modo, en la demostracion de la proposicién los automorfismos A son el automorfismo
identidad, luego ¢(h) = Idx Vh € H. En este caso, por la observacién el producto semidirecto
coincide con el producto directo. O

Ahora se van a exponer dos proposiciones que determinan ciertas condiciones bajo las cuales
dos productos semidirectos son isomorfos.

Proposicién 4.8. Sean H y K dos grupos y sean ¢1,¢2 : H — Aut(K) dos homomorfismos. Si
existe § € Aut(H) tal que ¢1 = ¢ o 6, entonces los productos semidirectos H x4, Ky H x4, K
son isomorfos.

Demostracion. Considérese entonces la aplicacién
0:Hxg K— Hxg, K: (hk)g, — (0(h), k)g,

donde los subindices denotan el producto semidirecto en el que se considera cada par.
Veamos que 6 es un homomorfismo. En efecto,

8 (1 Jn) g, - (a2, ) = 0 ((ahz, 61 (ho) (Rk2) s, ) = (O(haha), 61 (h2) (k1 )ka),,
(0(01)0(h), 62(0(h2)) (k1)k2) g, = (1), k), - (O(h2) k2 5, = 0 (1 k), ) -8 (e ka)ys, )

Ademds, 6 es una biyeccién por serlo 8, luego los dos productos semidirectos son isomorfos. [

Proposicién 4.9. Sean H y K dos grupos y sean ¢1,¢2 : H — Aut(K) dos homomorfismos.
Si existe 6 € Aut(K) tal que 6 o ¢1(h) = ¢2(h) o § Yh € H, entonces los productos semidirectos
H xy Ky H xg, K son isomorfos.

Demostracion. Considérese la aplicacion

0:H gy K— Hwxg, K: (hk)y — (h,0(k))y

2

donde el subindice denota el producto semidirecto al que pertenece el par (h, k). 6 es una aplicacién
biyectiva por serlo 0 y, ademas, es un homomorfismo porque

0 (b1, k1), - (2, k2) y, ) =8 ((haha, én () (kn)ka) ) = (o, (60 61 () (k1)0(k2)) g, =
= (hihz, 62(1) (0(k1)) 0(k2)) g, = (1, 0(k1)) 5, - (h2, 0(k2)) s, = 0 (B, k1), ) -0 (e R2)g, )

O
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Veamos ahora un resultado que determina el centro de un producto semidirecto:

Proposicién 4.10. Dados dos grupos H y K y un homomorfismo ¢ : H — Aut(K), el par (h, k),
donde h € H y k € K, pertenece al centro de H x4 K siy sélo si h € Z(H), k € Fix(¢) :=
(ke K :ph)(k) =k Yhe HY y (h)(z) = kak~ Yz € K.

Demostracion. Si (h,k) € Z (H x4 K), para cada (hi, k1) € H x4 K se tiene que
(hh1, ¢(h1)(k)k1) = (h, k) - (R, k) = (ha, k1) - (ho k) = (hah, ¢(h)(k1)k)
En particular hhy = hih Vh; € H, luego h € Z(h). Por otro lado,
¢(h)(k1)k = ¢(h1)(k)k1 Vh1 € H Vk1 € K

Entonces, ¢(h1)(k) toma el mismo valor para todo h; € H. Luego ¢(h1)(k) = ¢(1g)(k) = k, es
decir, k € Fixz(¢). En este caso,

¢(h)(k31)]€ =kki VKL e K = @(h)(k‘l) = ]{Ik’lk'_l Vki € K

Reciprocamente, si se cumplen estas condiciones, (h, k) claramente conmuta con todos los ele-
mentos de H x4 K, luego pertenece al centro de dicho grupo. O

Corolario 4.11. Si H y K son grupos abelianos y ¢ : H — Aut(K) un homomorfismo, entonces

Z (H x¢ K) = ker ¢ x Fiz(¢)

Demostracidn. Las condiciones de la proposicién [4.10] son equivalentes, cuando H y K son abelia-
nos, a que h € ker¢p y a que k € Fiz(p). Ademas, la restricciéon de ¢ a ker ¢ da el homomorfismo
nulo, luego la restriccién del producto semidirecto es un producto directo. ]

5. Teoremas de Sylow

5.1. Acciones de grupos

Para definir qué es la accién de un grupo sobre un conjunto, conviene resaltar que, dado un
conjunto X, el conjunto de biyecciones de X en X, denotado por Biy(X) es un grupo con la
operacion dada por

¢1- P2 =201
Si X ={1,...,n} para algin n € N, se dice que Biy(X) es el n-ésimo grupo simétrico, denotado

por Sy.

Definiciéon 5.1. Se denomina accidn de un grupo G sobre un conjunto no vacio X a cualquier
homomorfismo de grupos G — Biy(X). Se denota por g a la imagen de cualquier elemento g € G
bajo dicho homomorfismo.

Definiciéon 5.2. Dada una accién de un grupo G sobre un conjunto X, se dicen drbitas a cada una
de las clases de equivalencia dadas por la relacién = ~ y si existe g € G tal que y = g(z). Nétese
que esta relacion es de equivalencia por ser

= Simétrica: z = 1g(z) = 2 ~ .
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. Reﬂexiva:xwy:>EIg€G:y:§(x):>x:§:/1(y):>ywx,

» Transitiva: . ~y, y ~z=3g,h € G :y = g(x), z:h(y):z:gﬁ(@jxwz
Definicién 5.3. Dado un grupo G actuando sobre un conjunto X, se denomina subgrupo estabili-
zador del punto x € X al subgrupo

Stabg(z) :={g € G : g(x) =z}
Puede comprobarse que, efectivamente, es un subgrupo haciendo uso de la observacion [1.5

A continuacién, se va a ver que existe una relacion entre el cardinal de una érbita y el indice
del estabilizador de cada uno de sus puntos.

Proposicion 5.4. Dado un grupo GG que actia sobre un conjunto X, para cualquier x € X, se
verifica que

|0, = [G : Stabg(x)]
donde O, es la érbita a la que pertenece zx.

Demostracion. Sea 2 = {(Stabg(z)) g : g € G} el conjunto de clases laterales de Stabg(x), cuyo
cardinal coincide con el indice del estabilizador. Considérese ahora la aplicacién

Y : Q= O, Stabg(r)g— g(x)

En primer lugar, 1 estd bien definida y, ademads, es inyectiva, puesto que

e~

Stabg(x)g1 = Stabg(x)g2 < gng_I € Stabg(z) & glgg_l(x) =z & (g}‘l o g}) (x) =z < gi1(x) = ga(x)

Por otro lado, ¥ es claramente suprayectiva a partir de la definicién de érbita. Por tanto, ¢ es una
biyeccion, luego se verifica que
0:] = Q] = [G : Stabg(x)]

O

Como las drbitas son una particion del conjunto X sobre el que actia un grupo G, se obtiene
el siguiente corolario.

Corolario 5.5. Dado un grupo G que actia sobre un conjunto X, si tomamos un conjunto R
que contenga exactamente un elemento de cada érbita (denominado conjunto de representantes) se
verifica que

X[ =) 10.] =) G : Stabg(x)]

z€ER TzER

La teoria de acciones es especialmente interesante para el estudio de grupos cuyo orden es
una potencia de un ndmero primo p. Un ejemplo de ello es el siguiente lema que se utilizara
posteriormente en la demostracion de los teoremas de Sylow.

Lema 5.6. Sean un nimero primo p, un grupo finito G y un subgrupo de este, H, cuyo orden es
potencia de p. Entonces, [G : H| = [Ng(H) : H] mdd p.

13



Demostracion. Considérese el conjunto Q = {Hzx : © € G} cuyo cardinal coincide con el indice de
H en G y considérese la accién de H sobre dicho conjunto dada por

h(Hg) = Hgh

Puede comprobarse que esta definicién verifica que H — Biy(Q2) : h +— h es un homomorfismo
bien definido, luego es una accién. Tomando un conjunto de representantes de cada érbita, por el
corolario [5.5| se cumple que:

(G:H|=|Q|= ) [H: Staby(Hzx)]
HzeR
Como se esta estudiando la congruencia moédulo p, interesa conocer qué estabilizadores coinciden
con H, pues en caso contrario su indice serd multiplo de p.
Staby(Hz) = H < h(Hz) = He Vh € H < Hzh=HaxVh € H < zhe ' € HYh € H &
tHr 'CH&ea2He ' =H & x€ Ng(H) & Hx € Ng(H)/H

donde la implicacién < de la dltima equivalencia se debe a que
Hg e Ng(H)/H = 3g1 € No(H) : Hg = Hg1 = gg; ' € H C No(H) = g € No(H)
De este modo, la férmula de las orbitas del corolario [5.5| se escribe

[G: H] = [Ng(H) : H] + > [H:Staby(Hx)]
HzeR, z¢Ng(H)

Entonces, como el orden de H es una potencia de p, los elementos del sumatorio son multiplos de
p, de modo que [G : H| — [Ng(H) : H] también lo es. O

5.2. Teorema de Cauchy

Teorema 5.7. Sea p un numero primo y G un grupo cuyo orden es multiplo de p. Entonces, el
nimero de subgrupos de orden p es congruente con 1, médulo p. En particular, G tiene algin
elemento de orden p.

Demostracion. Considérese el conjunto

X:{(917"'7gp)GGp:gl-ugp:lG}

Como, por la existencia y unicidad del elemento inverso, para cada conjunto de p — 1 elementos
{91,...,9p—1}, existe un tnico g, tal que g1---g, = lg, el cardinal del conjunto X es |X| =
ord(G)P~ 1.
Considérese el subgrupo del grupo de permutaciones H := ((1,...,p)) C Sp, que actiia sobre X
de la siguiente forma:
o (917 cee 7917) = (ga(l)a s 7ga'(p))

Esta definicién es una accién puesto que claramente se verifica que o7 = 7. Ademd4s, o estd bien de-
finida por ser o una potencia del ciclo (1, ...,n), de modo que (g1, ..., 9p) = (Gi+15---Gps G1,-- -+ i)
para algini € {1,...,p}. Entonces, por el hecho de que todo elemento de G conmuta con su inverso,
g+l 9p- 91 9i = lg, luego o(X) C X.

Por el corolario dado un conjunto de representantes R se verifica que

ord(Gy’~" =|X| =) [H : Staby (u)]
uER
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Como ord(H) = p y, por el corolario es un multiplo de [H : Staby (u)], este dltimo puede
valer 1 6 p. De este modo, el nimero de elementos (que denotaremos por m) u € R tal que
[H : Staby (u)] = 1 o, equivalentemente, Staby(u) = H es multiplo de p. Ademds, puede verse que,
siuw=(g1,...,9p), esta condicién es equivalente a que para cada o € H se cumpla que

(91,1 99) = (Go1)s- - 9op) = (G121 Gp) S G =g2="=gp= ¢} = lc

De este modo, GG tiene m elementos cuyo orden divide a p, siendo m un multiplo de p. De ellos,
todos menos el elemento neutro tienen orden p, es decir, el niimero [ de elementos de orden p en G
es congruente con p — 1, médulo p.

Asi, como cada elemento de orden p genera un subgrupo de orden p que contiene al elemento
neutro y a p — 1 elementos de orden p y, ademas, dos grupos distintos de orden p intersecan en el
elemento neutro, el nimero de subgrupos de orden p es congruente con 1, médulo p. O

5.3. Primer Teorema de Sylow

Definicién 5.8. Dado un grupo G cuyo orden se escribe como ord(G) = p™m, donde p es un
nimero primo y m y n son enteros positivos tales que p no divide a m, se denominan p-subgrupos
de Sylow de G a los subgrupos de G cuyo orden es p”.

El conjunto de p-subgrupos de Sylow de un grupo G se denota Syl,(G), que, como consecuencia
del siguiente teorema, es un conjunto no vacio.

Teorema 5.9. Sea un grupo finito G cuyo orden se escribe como ord(G) = p"m, donde p es
un nimero primo y m y n son enteros positivos tales que p no divide a m. Entonces, para cada
i € {0,...,n— 1} y cada subgrupo H; C G de orden p', existe un subgrupo H;1 de orden p‘*! tal
que Hl < Hi—l—l-

En particular, todo subgrupo de G cuyo orden es potencia de p estd contenido en algin p-
subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. Se va a proceder por induccién sobre ¢. Para ¢ = 0, el inico subgrupo de orden 1 es
Hy = {1¢}. Por el teorema de Cauchy existe un subgrupo Hi de G de orden p que, obviamente,
contiene a Hy como subgrupo normal.

Considérese ahora el caso en el que 0 < i < n. Entonces, por el lema [5.6

(G : H;]=p"'m € pZ = [N¢(H;) : H;] € pZ

Entonces, por el teorema de Cauchy el grupo cociente N¢(H;)/H; contiene a un subgrupo
de orden p. De este modo, por el teorema existe un subgrupo H;yi contenido en Ng(H;) que
contiene a H; (como subgrupo normal, debido a que H;+1 C Ng(H;)) tal que ord(H;+1/H;) = p.

Asi, se verifica tanto que H; < H; 41 como que ord(H;,1) = p'tl.

La segunda parte se obtiene aplicando el teorema n — ¢ veces hasta obtener un subgrupo de
orden p" (de Sylow) que contenga al subgrupo original. O

Corolario 5.10. Sea un grupo finito G cuyo orden se escribe como ord(G) = p™m, donde p es
un ndmero primo y m y n son enteros positivos tales que p no divide a m. Entonces, la familia de
p-subgrupos de Sylow de G, Syl,(G), es no vacia.
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5.4. Segundo Teorema de Sylow

Una vez hemos probado que todo grupo G cuyo orden es multiplo de p contiene algtiin p-
subgrupo de Sylow, veamos que la familia Syl,(G) es el conjunto de grupos conjugados de cualquier
H € Syl,(G).

Teorema 5.11. Dado un grupo finito G cuyo orden se escribe como ord(G) = p™m, donde p es un
nimero primo y m y n son enteros positivos tales que p no divide a m, si H, K € Syl,(G), entonces
H y K son subgrupos conjugados.

De este modo, Syl,(G) es el conjunto de subgrupos conjugados de cualquier H € Syl,(G).

Demostracion. Considérese la accién de H sobre el conjunto de clases laterales Q = {Kz : z € G}
dada por

h(Kz) = Kzh
Por el corolario [5.5], se tiene que

m=[G:K|=|Q= ) [H:Staby(Kx)]
Kz€eR

donde R es un conjunto de representantes. Como el orden de H es p”, si Staby(Kx) # H, entonces
[H : Staby (Kx)] es miltiplo de p por el corolario Como p fm, tiene que existir x € G tal que
Staby (Kz) = H, es decir,

WEKz)=KesVhe H= Kth=KxVhe H=zht 'c KVhe H=zHz' CK = zHs ' =K

donde la tltima implicacién se debe a que ord(K) = ord(H) = ord(zHz™').
La segunda parte se sigue de que, dado H € Syl,(G), todo subgrupo conjugado de H tiene
orden p", luego pertenece a Syl,(G). O

5.5. Tercer Teorema de Sylow

Una vez se ha visto que la familia Syl,(G) es no vacia, siendo G un grupo finito cuyo orden
es multiplo de p, y que los subgrupos de esta familia son subgrupos conjugados, se busca obtener
condiciones sobre el cardinal de esta familia, que se denotard por n,(G) = |Syl,(G)| (o simplemente
ny, cuando no haya riesgo de confusién sobre el grupo G).

Empezamos exponiendo un lema sobre el indice del normalizador de un subgrupo.

Lema 5.12. Dado un grupo finito G, un subgrupo H y el conjunto ¥ := {a"'Ha : a € G}, entonces
5| =[G : Na(H)].

Demostracion. Se denota N := Ng(H) y Q@ = {Nz : x € G}, cuyo cardinal es [G : N]. Entonces,
se define la aplicacion
Vv:Q =%, No—a 'Ha

En primer lugar, veamos que 1 estd bien definida y es inyectiva, puesto que:
Na=Nbsab ' e Ne (ab ) 'Hab™)=H < ba'Hab™' = He o 'Ha=b""Hb < ¢(Na) = ¢(Nb)

Ademds, 1 es claramente suprayectiva por la definicién de X, luego es una biyeccién. De este
modo,

X =19 =[G : Na(H)]
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A continuacién, presentamos el tercer teorema de Sylow

Teorema 5.13. Sea un grupo finito G' cuyo orden se escribe como ord(G) = p™m, donde p es un
numero primo y m y n son enteros positivos tales que p no divide a m. Entonces, el nimero n, de
p-subgrupos de Sylow de G verifica:

1. n, =[G : Ng(H)] para cada H € Syl,(G).

2. n, divide a m, y p divide a n, — 1.

Demostracion. Dado H € Syly(G), el teorema afirma que los elementos de Syl,(G) son los
subgrupos conjugados de H. Entonces, por el lema [5.12

np(G) = [Sylp(G)| = [G : No(H)]
En cuanto a la segunda parte, por el teorema [3.7] se verifica que
m =[G : H| =[G : Na(H)|- [Ng(H) : H] = ny(G) - [Na(H) : H]
de modo que ny,|m y, ademds, por el lema

m=[G:H]=[Ng(H): H médp=n,(G)=1 médp

6. Teorema de Clasificacién de Grupos Abelianos Finitos

El objetivo de esta seccién es proporcionar una clasificacién de los grupos abelianos finitos de
un orden dado. Para ello, probaremos que todo grupo abeliano finito puede expresarse como el
producto directo de varios grupos ciclicos.

Definicién 6.1. El ezxponente de un grupo G, denotado por e(G), es el minimo comun multiplo
de los érdenes de los elementos de G.

A continuacién, presentamos dos lemas técnicos que se utilizaran para demostrar algunas pro-
piedades del exponente de un grupo abeliano finito.

Lema 6.2. Dado un grupo G y un elemento a € G de orden n, para todo k € Z se verifica que

o(") = et

Demostracion. Sean d := med(n, k) y | := k/d € Z. Entonces,
n/d
(ak) =a"dl= (") =1L =1g=0 (ak> ‘%

Por otro lado, por la definicién de orden, se verifica que

)= () 21 0ot o) » 0
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Cabe destacar que para la ultima implicaciéon se ha tenido en cuenta que es un entero, lo

n

o (ak)
n

cual se deduce de la primera parte de esta demostracién. Por otro lado, es claro que W divide

o(a

a n, luego por la definicién de méximo comun divisor,

1= 3o ()

Por tanto, ha de verificarse la igualdad buscada. O

n

o (ak)

Lema 6.3. Dado un grupo G y dados a,b € G de érdenes n y m, respectivamente, tales que
med(n, m) =1, si ab = ba, entonces o(ab) = nm.

Demostracion. Como a y b conmutan,
(ab)™™ = a""p""™ = 1g = o(ab)|nm

Por otro lado, si 7 := o(ab), como a y b conmutan se tiene que a"b" = (ab)” = 1g. De este modo,
a” =b"" € (a)N(b) = {1g}, puesto que los grupos generados por a y b tienen érdenes primos entre
si (corolario . Entonces a” = b" = 1, luego r es miltiplo de n y m. Por tanto, como n y m son
primos entre si, r también es multiplo de nm = mem/(n, m). O

A continuacién, se exponen algunas propiedades del exponente de un grupo abeliano.

Proposiciéon 6.4. El exponente de un grupo abeliano finito G es el maximo de los 6rdenes de los
elementos de G.

Demostracion. Como G es finito, existe x € G tal que m = o(x) > o(g) Vg € G. Queremos ver que
e(G) = o(x). Para ello, supongamos por reduccién al absurdo que existe y € G tal que n = o(y)
no divide a o(x). Entonces, por el teorema fundamental de la aritmética, existe un nimero primo
p tal que

ri=mix{k €Z: k> 0,p"m} < méx{k € Z: k> 0,pf|n} =: s

Por el lema [6.2
0(2#") = gy = 2 €L 0 (y"7) = g = P

Como estos elementos conmutan (por ser G abeliano) y tienen érdenes primos entre si, el lema
implica que

0 (xpryn/ps) =0 (xpT) <yn/p5) —mp* " >m
lo que contradice el hecho de que m es el maximo de los érdenes de los elementos de G. O

Proposicion 6.5. Sea G un grupo abeliano finito de exponente e y sea x € G un elemento de
orden e. Si H := (x) e y € G, existe z € Hy € G/H tal que o(z) = o(Hy).

Demostracién. Sean | := o(y) y m := o(Hy). Entonces, H = (Hy)™ = Hy™, luego y"™ € H,
siendo esto equivalente a que exista r € Z tal que y™ = x".

Como Hy es la imagen de y por el homomorfismo cociente, [ es un multiplo de m, de modo
que, por el lema [6.2

l / ™ =o(2") =
s = o™ = (&)

e
= mcd =m- Z
m = med(m mced(e,r) =m— €m

med(e, r) l
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puesto que, por la definicién de exponente, e es un multiplo de [. De este modo, r es un multiplo
de m, existiendo s € Z tal que r = sm.
Definimos z := 7%y € Hy. Como G es un grupo abeliano:

m —sm, m

2" =My =27y = 1g = o(z)|m

Reciprocamente, por ser imagen del homomorfismo cociente, se verifica que m = o(Hy) =
o (H?z) divide a o(z), luego se tiene la igualdad buscada. O

Ahora se presenta una clasificacion de los grupos abelianos como producto directo de grupos
ciclicos Z, := Z/nZ, cuyos érdenes estan perfectamente determinados bajo ciertas condiciones.

Teorema 6.6. Dado un grupo abeliano finito G, existen enteros positivos my, ..., m,, tales que
mimi—1 Vi € {2,...,1} vy G = Zpy X -+ ZLp,. Ademds, bajo estas condiciones, los nimeros
mi, Mo, ..., M, son Unicos y se denominan coeficientes de torsion de G.

Demostracion. Se va a demostrar la existencia por induccién sobre n = ord(G). Para n = 1,
tomamos r =1y m; = 1.

En el caso en el que n > 1, escogemos z1 € G tal que o(z1) = e(G) = my, que existe por la
proposicion (6.4

Denotando H := (z1), el cociente G/H es un grupo abeliano y finito cuyo orden es n/m; < n,
luego la hipotesis de induccién implica que existen nimeros enteros ma, ..., m, que verifican las
condiciones del teorema. Sea ¢ : Zy,, X -+ X Ly, — G/H un isomorfimo y w; € Zy, X -+ X Ly,
es el elemento con todas las coordenadas nulas a excepcién de la asociada al grupo Z,,,, que es

Segiin la proposicién Jdz; € G tal que ¢(u;) = Hz; y o(z;)) = m;. Denotando H; = (z;),
como G es abeliano, el producto N := Hy - -+ H, es un subgrupo cuyo orden, por la proposicién [3.4]
aplicada repetidas veces, verifica que

ord(N) <ord(Hz)---ord(Hy) =mg---m, =n/m; = ord(G/H)

Reciprocamente, el homomorfismo formado por la composicién de la inclusion y el homomorfis-
mo cociente mo j: N < G — G/H es suprayectivo. En efecto, dado Hg € G/H, existen nimeros
naturales ao, ... a, tales que

Hg=¢(as+moZ,...,ap + myZ) = ¢ (agua + -+ + apuy) = ¢ (u2)™ -+ ¢ (up)* = Hzg? - 207

De este modo, como z52--- 28" € N, se tiene que Hg estd en la imagen de 7 o j para todo
g € G, luego dicho homomorfismo es suprayectivo. Por tanto, ord(N) > ord(G/H) y, en virtud de
lo probado anteriormente, se verifica la igualdad.

Esta igualdad en el ntiimero de elementos, junto a la sobreyectividad, prueba que m o j es
un isomorfismo. En particular, la sobreyectividad implica que G = HN y la inyectividad, que
NNH = {1g}. De este modo, como H y N son subgrupos normales por ser G abeliano, el corolario

[4.7) afirma que
G=HXN =Zpmy X Lipy X+ XL,

Ademas, por un lado la hipétesis de induccién implica que m;|m;—1 Vi € {3,...,7} y, por otro
lado, la definicién de exponente implica que ma = o(22)|e(G) = o(z1) = my.
Para ver la unicidad, si los grupos
G1=Zm1 Xoeee XZmr; GQZan ><~'-Zn

s

son isomorfos (donde cada m; divide a m;_1 y cada n; a n;—1), entonces m; = e(G1) = e(G2) = n;.
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Por reduccion al absurdo, supéngase que existe un indice minimo k tal que mg # ng. Sin
pérdida de generalidad, puede suponerse que my < ni y, entonces, considérese el homomorfismo
¢:Gy— G1: a— a™, cuya imagen es

Im ¢ =mpZ/miZ x -+ x mpZ/my_17Z x {0}
Por el segundo teorema de isomorfia si m|n, como nZ C mZ, se verifica que
(Z/nZ)/(mZ/nZ) = Z/mZ = ord (mZ/nZ) = %
my - Mg

(k=1

Consideremos ahora el mismo homomorfismo, pero esta vez aplicado al grupo Ga; ¢ : Go —
Gy : a > a™* cuya imagen verifica que

De este modo, ord(Im(¢)) =

Im o D mpZ/mZ x - - - x mpZ[ng 17 x {0+ ngZ, my, +nxZ} x {0}

Como my < nyg, entonces 0 + niZ # my + niZ, luego

My -+
ord(Im 1) > % = 2ord(Im ¢)

Sin embargo, si G y G2 son isomorfos, ha de cumplirse que ord(Im ¢) = ord(Im ), obteniéndose

asi una contradiccién que prueba que m; = n; Vi € {1,...,min{r, s}}. Adema4s,

my---my = ord(Gy) = ord(Ga) =ny -+ -ns

de modo que r = s.

7. Clasificacién de determinadas familias de grupos finitos

7.1. Grupos de orden primo

Observacién 7.1. Dado un grupo G y un elemento a € G, el conjunto (a) := {a™ : n € Z} es un
subgrupo ciclico de G.

Proposicién 7.2. Dado un niimero primo p, todo grupo finito G de orden p es ciclico.

Demostracion. Tomando a € G\ {1g}, por el corolario el orden del subgrupo (a) divide a p.
Sin embargo, como {lg,a} C (a), el orden de (a) no puede ser 1, luego ha de ser p. Por tanto,
G = (a), de modo que G es ciclico. O

Corolario 7.3. Dado un nimero primo p, dos grupos cualesquiera, Gi y Go, de orden p son
isomorfos. En particular, todo grupo de orden p es isomorfo a Z,,.
7.2. Grupos de orden p?

Lema 7.4. Dado un ntimero primo p, sea G un grupo finito cuyo orden es p" para algin n € N.
Dado H # {1}, subgrupo normal de G, entonces la interseccion H N Z(G) # {1¢}. En particular,

Z(G) # {la}-
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Demostracion. Como H es normal, puede considerarse la accién de G dada por ¢ : G — Biy(X),
g+ g,donde X :=H\{lg}yg: X = X, 2+ g lag.

Ademids, como H # {1g} es un subgrupo de G, por el corolario existe m € {1,...,n} tal
que ord(H) = p™. Entonces, el corolario implica que

p" —1=|X|=)_[G: Stabg(h)]
heR

donde R es un conjunto de representantes. Ademas, por el corolario [G : Stabg(h)] es 1 o un
miiltiplo de p. Entonces, ha de existir h € X tal que Stabg(h) = G, es decir, g(h) = g~ 'hg =
hVgeG=hg=ghVgeG=hec(HNZ(G))\{lc}

La segunda parte se deduce tomando H = G. O

Lema 7.5. Todo grupo G tal que G/Z(G) es ciclico es abeliano.

Demostracion. Sea a perteneciente a una clase generadora de G/Z(G). Entonces, todo z,y € G
pueden escribirse como x = z1a™ e y = z9a™? para algunos z1, 22 € Z(G) y ni,ng € N. Asi,

2y = 210™M 290" = 21200™ T = 292102 a™ = 200™ 210" = yx

Corolario 7.6. Dado un niimero primo p, todo grupo G de orden p? es abeliano.

Demostracion. Supongamos que G no es abeliano. Entonces, Z(G) # G. Ademas, por el lema
Z(G) # {1l¢}. Entonces, la unica posibilidad que deja el corolario es que ord (Z(G)) = p.
Entonces, G/Z(G) tiene orden p, luego, por la proposicién es un grupo ciclico. Entonces, el
lema implicarfa que G es abeliano. Esta contradiccién implica que todo grupo de orden p? es
abeliano. O

En este contexto, los grupos de orden p? pueden clasificarse mediante el teorema de clasificacién
de grupos abelianos finitos

Corolario 7.7. Dado un ntmero primo p, todo grupo G de orden p? es isomorfo a L2 0 & Ly X L.

7.3. Grupos de orden p*

Observacion 7.8. Segun el teorema de clasificaciéon de los grupos abelianos finitos para cada
nimero primo p existen tres grupos abelianos no isomorfos de orden p3. Estos vienen dados por:

P =z, GV =2, %2, GV =17,xZ,x1,

p p

Ahora, vamos a estudiar los grupos no abelianos de orden p3. Para ello, consideramos por
separado los casos en que p = 2 y que p es un numero primo impar. Comenzamos considerando los
siguientes lemas.

Lema 7.9. Un grupo G tal que todo elemento distinto del neutro tiene orden 2 es abeliano.

Demostracion. Dados a,b € G, se tiene que
abab = (ab)? = 1g = a*b* = aabb = ba = a~*(abab)b™® = o' (aabb)b™! = ab

Por tanto, todo par de elementos de G conmutan, es decir, G es abeliano. O
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Lema 7.10. Dado un subgrupo H C G tal que [G : H] = 2, entonces H < G.

Demostracion. Si x € H, se verifica que Hxr = H = xH, mientras que si x ¢ H, se cumple que
Hx = G\ H = zH. Entonces, por la observacién H«G. O

Proposiciéon 7.11. Existen inicamente dos grupos no abelianos no isomorfos de orden 8, los cuales
se denotan por Dy y Qs.

Demostracion. Sea G un grupo no abeliano de orden 8. Entonces, G no puede tener ningin elemento
de orden 8 porque entonces seria ciclico y, por tanto, abeliano. Ademas, si todos los elementos de
G tuvieran orden 2, (G seria abeliano por el lema [7.9

Por tanto, todo grupo no abeliano de orden 8 tiene algiin elemento de orden 4, denotado por
a. Asi, H := (a) tiene indice 2, luego H < G por el lema Sea b € G\ H. Entonces, b~tab € H
por ser H un subgrupo normal y, ademds, tiene orden 4 por ser un elemento conjugado de a. Por
tanto, b~tab € {a, a’}.

Si b~'ab = a, entonces a y b conmutarian y G serfa abeliano. Por tanto, b~'ab = a® o, equiva-
lentemente, aba = b.

Por otro lado, Hb tiene orden 2 en G/H, luego b*> € H. Si b? € {a, a3}, b tendria orden 8 por
el lema lo que implicaria que G seria abeliano. Por tanto, quedan dos opciones.

Si b? = 1¢, tenemos el denominado grupo diedral, dado por

G518) ~PDy <a7b’a4 = 1G7b2 = 1g,aba = b)

De este modo, D4 es isomorfo al tinico producto semidirecto no abeliano (b) x4 (a) = Zy X 4 Zy,
denominandose n-ésimo grupo diedral para n = 4. En la notacién habitual, se escribe p = a y
T =0

Si, por el contrario, b = a?, entonces tenemos el denominado grupo cuaternién dado por

Ggg) >~ Qg = (a,bla* = 1g,a® = b%, aba = b)
En la notacién habitual, se escribe —1 =a?, i=a, j=b, k=aby —i, —j y —k a sus inversos.

Es facil ver que Dy tiene dos elementos de orden 4 y cinco de orden 2, mientras que Qg tiene
un unico elemento de orden 2 y seis de orden 4. Por tanto, Dy y Qg no son isomorfos. O

Ahora vamos a considerar el caso en el que p es un nimero primo impar. Esta clasificacién
se basa en una discusion més detallada que puede verse en [3]. Para ello, enunciamos primero un
teorema sobre congruencias modulo p, debido a Fermat.

Teorema 7.12. Dado un ntimero primo p, para cada a € p se verifica que

a’? =a mddp

Demostracion. Dados n,m € Z \ pZ, se verifica que
na =ma méd p < plna —ma = (n—m)a

Si se cumple esta condicién y a & pZ, entonces n = m mbd p.
Por tanto, la,2a,...,(p — 1)a recorren todas las clases de equivalencia desde 1 hasta p — 1.
Entonces,

1---(p—1)E(1a)---(p—1)az1---(p—1)-ap_1 méd p=a’' =1 médp

puesto que 1---(p — 1) no es miltiplo de p. Entonces a” = a para cada a € Z \ pZ. Por otro lado,
si a € pZ, también se cumple que a? =0 =a mdd p. O
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Proposiciéon 7.13. Dado un nimero primo impar p, existen unicamente dos grupos no abelianos
no isomorfos de orden p>.

Demostracién. En primer lugar, G no tiene ningiin elemento de orden p?, pues en tal caso serfa
ciclico y, por tanto, abeliano.

Supongamos que existe a € G de orden p?. Del primer teorema de Sylow se deduce que
H := (a) es un subgrupo normal. Tomamos también b € G\ H. Como ord(G/H) = p, la proposicién
implica que es ciclico y que, ademas, estd generado por cualquiera de sus elementos distinto del
neutro, por lo que Hb genera G/H. Como H es un subgrupo normal, b~'ab € H, luego 3r € Lo
tal que b~ lab = a”. Podemos suponer que r Z 1 méd p?, pues en caso contrario G serfa abeliano
porque a y b generan G.

Como b’ € H, conmuta con a, luego a = b~Pab? = a'". Por tanto, 7» = 1 méd p?. Por el
teorema r =1 méd p, por lo que escribimos 7 = 1 + sp, donde, como r Z 1 méd p?, s & pZ.
Por tanto, existe j € Z tal que js =1 mdd p. Definiendo ¢ := &/,

_ P j .
c 1ac — b Il = a(1+sp) _ a1+]sp _ a1+p

Como j ¢ pZ, Hc también genera el grupo G/H, luego a y ¢ generan G. Como ¢ € H, existe
t € Z tal que ¢® = a’. Ademas, t ha de ser un multiplo de p, pues en caso contrario, por el lema
el orden de ¢ serfa p® y, consecuentemente, G serfa ciclico y, por tanto, abeliano. Entonces,
podemos escribir ¢ = a“P. Entonces, utilizando las reglas de conmutacién de a y c,

(ca™™)? = P+ (14p)+(14p) 2+ (14p)P ™) — (p —u(l+(14p)+(142p)+..(1+(p—1)p)) —

2
P up—up(t+p=1)) — pg—uwpg—up”(p—1)/2 — pg=up — 1

200
E (p2 1) es multiplo de p2 por ser p un ndmero impar.

, a'y d siguen generando el grupo y se tiene dP = 1g y que

donde se ha utilizado que
Si definimos d := ca™"

d tad = a*c laca™ = a*aPa " = oMP

3
Entonces, Gip ) viene dado por la presentacion:

Gips) = <a,d]ap2 =1¢g,d” =1g,d 'ad = a'*P)
3
Segin la demostracién de la proposicién Gflp ) Ly X Ly, donde ¢ : Zy — Aut(Z,2) es el
unico automorfismo que verifica que ¢ (1 4 pZ) (1 + pZZ) =1+p+p°Z.

Por 1ltimo, si G no tiene elementos de orden p?, entonces todos los elementos del grupo tienen
orden p. Por el lema Z(G) # 1g vy, por el lema ord(Z(G)) = p por ser G no abeliano.
Entonces, G/Z(G) tiene orden p? y, por el mismo lema G/Z(G) no es ciclico, luego G/ Z(G) =
Ly X Ly

Sean entonces a,b € G tales que Z(G)a y Z(G)b generan G/Z(G). Como G/Z(G) es abeliano,
c:=a'b"tab € Z(G). Ademss, c # 1, pues en caso contrario, a y b conmutarfan y, como a, by
Z(@) generan G, este seria abeliano. Entonces, Z(G) = (¢) y G viene dado por la presentacién

Ggp3) = (a,b,cla? =W = = 1¢,ab = bac, ac = ca, bc = cb)

3
Efectivamente, Ggp ) contiene tinicamente elementos de orden p, puesto que todo elemento puede
escribirse como c*a/b* para ciertos niimeros enteros i, j y k, de modo que:

(ciajbk>p — (P PIpPRIRA2E (0= 1) — Ghe-1)/2 — 1,
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3
puesto que p es un ntimero impar. Entonces, como Gflp ) sf tiene un elemento de orden p?, se verifica

que Gipg) 2 Gépg).

También es posible expresar este tltimo grupo en forma de producto semidirecto de la siguiente
forma: Gép RES Zip % ¢ (Zy X Zp), donde el homomorfismo ¢ : Z, — Aut (Z, x Zj) es el tinico que
verifica que ¢ (I + pZ) (m + pZ,n + pZ) = (m + pZ,lm + n + pZ)Vl,m,n € Z,. O

7.4. Grupos de orden pq

Proposicién 7.14. Dados dos ntimeros primos p < ¢, todo grupo G de orden pq tiene un tnico
subgrupo normal de orden q.

Demostracién. Por el tercer teorema de Sylow nglp y ng = 1 méd g. Asi, como p < ¢, la
Unica opcion es que ngy = 1, por lo que existe un tnico subgrupo de Sylow de orden ¢ que, por el
teorema |5.11] es un subgrupo normal. O

Sean H y K subgrupos de Sylow de érdenes p y ¢, de manera que, por la proposicién[7.14] K <G.
Por el corolario HNK = {1g}, de modo que por la proposicién [3.4] |HK| = ord(H)ord(K) =
pq = ord(G), luego HK = G. Entonces, nos encontramos en las hipétesis de la proposicién de
modo que G = H x4 K para algin homomorfismo ¢ : H — Aut(K).

Como ord(K) = q, la proposicién implica que K = Z,, luego existe a € K tal que K = (a).
Entonces, todo ¢ € Aut(K) queda determinado por ¢(a). Ademas existe m € Z, tal que ¢, (a) =
a™. Por otro lado, ¢, es biyectiva si y sélo si m no es multiplo de q. Estos automorfismos verifican
la relacion ¢m, * dmy = Gmymy- De este modo, Aut(K) es isomorfo a Zj, grupo formado por las
distintas clases de congruencia médulo ¢ con la operacion multiplicativa. Queremos ver ahora que
Zy es ciclico y, para ello, necesitamos desarrollar una teoria sobre las raices de polinomios en Z, [z],
la cual estd basada en [4].

Definicién 7.15. Dados dos polinomios f(x) y g(z), se dice que f(x) es divisible por g(z) médulo
g si existe otro polinomio h(z) tal que

f(z) = g(x)h(z) mdd q
donde esta equivalencia se entiende como una equivalencia en cada uno de los coeficientes.

Lema 7.16. Una clase a € Z, es una raiz de f(z), es decir, f(a) =0 mdd g, si y sélo si

(z —a)|f(z) mdd g

Demostracion. Si(z—a)|f(z) mdd ¢, entonces existe un polinomio h(x) tal que f(z) = (x—a)h(x)
mod ¢, de modo que
fla)=(a—a)h(a) =0 mdéd ¢

Reciprocamente, si f(a) =0 mdd ¢, entonces f(x) = f(z) — f(a) mdd g. Pero si
deg(f) deg(f) deg(f) r—1 ‘
f(z) = Z cx’ = f(x) — fla) = Z ¢ (2" —d") = (x —a) Z Cr (Z x’ar_l_z> mébd ¢
r=0 r=0 r=0 =0
de modo que (z — a)|f(xz) médd q. O

Lema 7.17. Dado un nimero primo p y un polinomio f(x), el nimero de raices distintas de f,
modulo p, es menor o igual que el grado de f.
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Demostracion. Sean ay,...,aq las raices distintas de f. El lema implica que (z — a1)|f(x),
luego existe un polinomio hq(z) tal que f(z) = (x — a1)hi(x).

Como ag # ay es raiz de f, se tiene que hi(a2) = 0, de modo que, nuevamente por el lema
(x — a2)|hi(x), lo que implica que (x — a1)(x — a2)|f(z). Repitiendo este argumento con todas las
raices, se llega a que

(x —a1) - (z — aq)| f(2)

de modo que el nimero de raices, y grado del polinomio (z —ay) - - - (x — aq), es menor o igual que
el grado de f. O

Lema 7.18. Dado un ntmero primo p y un divisor d de p — 1, existen exactamente d elementos
en Z, cuyo orden divide a d.

Demostracion. Se verifica que
Pt 1= (z?-1) (xp_l_d 4Py 1) = (2% = 1)g(x)

Como el orden de todo elemento de Z,, divide a p — 1, 2P~1 — 1 tiene p — 1 raices, que son raices
bien de ¢ — 1 o bien de g(z). Como el nimero de raices de un polinomio no puede ser superior a
su grado por el lema exactamente d corresponden a 2% —1y p—1—d a g(x).

Por tanto, las d raices de z% — 1 son los d elementos cuyo orden divide a d.

Proposicién 7.19. El grupo Zj es ciclico.

Demostracion. Sea p —1 = g7 ---¢% la descomposicién en factores primos de p — 1. Para cada
i€{l,...,s}, por el lema hay ¢;"* elementos cuyo orden divide a ¢, pero tan solo hay qf"'fl
elementos cuyo orden divide a qf"'_l, de modo que existe un elemento z; € Z;, tal que o(z;) = q.

Vamos a probar por induccién que o(xq---x,) = ¢f" - ¢%" para todo r < s. Para r = 1, es
claro por la definicion de z;. Supongamos que se cumple para r — 1. Como Zj es abeliano y, por la
hipétesis de induccién, los érdenes de x7 - - - z,.—1 y 2, son primos entre si, de modo que el lema[6.3
implica que

o(x1-m) =o0(xymp_1)o(xr) =5 ¢, g0

Particularizando para r = s, existe y := x1 - - - x5 tal que

oly) = ¢+ q* =p—1=ord (Z})

En este punto, estamos en disposicién de clasificar los grupos de orden pq.

Proposicién 7.20. Dados dos nimeros primos p < q tales que p fg — 1, todo grupo G de orden
pq es ciclico.

Demostracion. Por la proposiciéon se verifica que ny(G) = 1. Por otro lado, por el tercer
teorema de Sylow ny(G) € {1,q} y ademés ny(G) =1 mdd p. Pero como p fq — 1, entonces
ny(G) = 1.

Asi, existen subgrupos normales H y K de 6rdenes p y ¢ respectivamente. Entonces, el corolario
implica que ord(H N K) = {1¢}, luego, por la proposicién |HK| = pq = ord(G). Entonces
G = HK, luego el corolario [£.7] implica que G = H x K. Asi, si a € H y b € K son generadores de
sus respectivos grupos, el elemento de G identificado con (a,b) € H x K tiene orden pq, de modo
que G es ciclico. O
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Proposicién 7.21. Dados dos nimeros primos p < ¢ tales que p|(¢ — 1), existen dos grupos no
isomorfos de orden pg. Uno de ellos es ciclico y el otro, no abeliano.

Demostracion. Dado un grupo G de orden pq, sean H y K subgrupos de Sylow de érdenes p y q.
Hemos visto que estamos en las condiciones de la proposicién @I, de modo que G = H x4 K para
algin ¢ : H — Aut(K). Como H y K son ciclicos por la proposicién el homomorfismo ¢ queda
determinado por ¢(h)(k), para ciertos generadores h y k de H y K, respectivamente. Denotamos
entonces por ¢, el homomorfismo que verifica que ¢,,(h)(k) = k™. Segtn la proposicién el
grupo Aut(K) = Zj es ciclico, luego estd generado por algtin ¢y,

Como el orden de ¢(h) es divisor de p (por ser la imagen de h por ¢) y ¢, tiene orden ¢ — 1,
entonces ¢(h) = (¢ (h))™, donde | := % €eZynef0,...,p—1}

Sin =0, ¢ es el homomorfismo nulo y el producto semidirecto es, en realidad, el producto
directo. De este modo,

Gy = Lp X Lq = Lpg

Por otro lado, dados ¢y, ¥ ¢niy, para algin n € {1,...,p — 1}, entonces se considera el auto-
morfismo de H dado por
0, :H—H, z— 2"

que verifica que ¢y, 00, = ¢Ppnp,. Entonces, por la proposicién Hwxgy, K=Hwxg K paratodo
n € {1,...,p— 1}. Entonces, todos los productos semidirectos no abelianos son isomorfos a

G;pq) = Lp Xy Ly
donde ¢(h)(k) = k", para algtin generador h de Z,, algin generador u de Z; y para cada k € Z,. [

Observaciéon 7.22. En el caso en el que ord(G) = 2p, siendo p un ndimero primo impar, la
proposicién [7.2]] establece que existen dos grupos no isomorfos de tal orden: uno de ellos serfa el
grupo ciclico Zy, y el otro, no abeliano, seria el p-ésimo grupo diedral D,,.

7.5. Grupos de orden 4p

El objetivo de esta seccion es realizar una clasificacién de los grupos de orden 4p, donde p es
un ntimero primo tal que p > 5. Distinguiremos dos casos: bien p =1 mdd 4, o bien p =3 mad 4.

FEl tercer teorema de Sylow implica que nyl4 = n, € {1,2,4} y que np, =1 méd p. Como
p > 5, la tnica posibilidad es que n, = 1. Por tanto, todo grupo G de orden 4p, con p > 5, contiene
un subgrupo de Sylow K normal de orden p.

Por otro lado, el primer teorema de Sylow [5.9 implica que existe un 2-grupo de Sylow H, cuyo
orden es 4. Por el corolario HnN K ={lg} y por la proposicién |HK| = 4p = ord(G). De
este modo, la proposicién implica que G = H x4 K para algin homomorfismo ¢ : H — Aut(K).

Buscamos ahora los grupos G de orden 4p, donde p > 5y p = 1 mdd 4. Hemos visto que
G = H x4 K, donde H es un subgrupo de Sylow de orden 4, K es el tinico subgrupo de orden p y
¢ es un homomorfismo ¢ : H — Aut(K).

» Si H = 74, sea h un generador de este. Entonces ¢(h), que determina por completo a ¢, ha de
tener orden divisor de 4. Como, por la proposicién Zy, es ciclico, sea ¢, € Aut(K) = Z,
un generador del grupo. De este modo, como 4|(p — 1) = ord (Z;), los elementos de Aut(K)

)/4

cuyo orden divide a 4 son los pertenecientes al subgrupo generado por o := ¢£}’ - , es decir,
a,a?=¢_1,a®y ot =Idg.

Si ¢(h) = Idk, ¢ es el homomorfismo nulo y H x4 K = H x K. De este modo, el primer
grupo de orden 4p obtenido es

G = 7y x 7, = Ly,
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Por otro lado, si ¢2(h) = a® = ¢_1, segtin la identificacién de Aut(K) con Aut(Z,), tenemos
un segundo grupo
(4p) ~
Gy = Za %y Lp

donde ¢2(h)(z) = 71, para cualquier generador h de Z4 y para cualquier z € Z,. Este grupo
es conocido como grupo diciclico, y se denota por Dicy,.

Por tltimo, si ¢ y ¢3 son los homomorfismos que verifican que ¢1(h) = a'y ¢3(h) = a3y

consideramos 0 € Aut(H) dado por §(x) = 2° Vo € H, se verifica que
¢3(h) = a® = (¢1(n))* = ¢1(h*) = ($100) (h) = ¢3 = p1 00
por ser h un generador de H. Entonces, la propsicién implica que
Hxg K=HXg, K

Por tanto, inicamente hay que considerar un grupo mas:
Gglp) = Z4 X Zp

donde, en este caso, ¢ es el homomorfismo que manda un generador de H a un automorfismo
de orden 4 en Aut (Zy), que ya hemos visto que existe.

Ademés, el corolariol4.11|implica que Z (G§4p)) = Gg4p), Z (Gg4p)) ~Zox{0}y Z (G§4p)> =

{1}, de manera que dos cualesquiera de ellos no son isomorfos.

Si, por el contrario, H = Zgy X Zg, entonces ¢ : H — Aut(K) no puede ser inyectivo puesto
que, en tal caso, H serfa isomorfo a un subgrupo de Aut(K), lo cual es imposible por ser
Aut(K) ciclico y H no. Entonces, ord(ker ¢) vale 2 6 4.

En el segundo caso, ¢ es el homomorfismo nulo, luego el producto semidirecto es, en realidad,
un producto directo. De este modo,

G\"P) = (Zy X Zy) X T = Tgp X Ly

Por otro lado, sean ¢, ¢2 : H — Aut(K) tales que ord(ker ¢1) = ord(ker ¢2) = 2. Escribimos
ker¢1 = {1,a1} y ker o = {1,a2} y sean by € H \ ker¢1 y by € H \ ker ¢o. Por otro lado,
todo elemento en Im ¢; ha de tener orden 1 6 2, luego Im ¢; C {Idx, 1}, donde 9 es el tinico
elemento de orden 2 en Aut(K).

Entonces, si consideramos el automorfismo § € Aut(H) tal que 6(a1) = az y 0(b1) = ba, se
verifica que ¢1 = ¢o 0 6, luego la proposicién implica que

H I><¢,1 K=H l><¢2 K
De este modo, tinicamente hay un grupo mas de orden 4p, que es
4
Gé P) = (ZQ X ZQ) ) Zp

donde ¢(I + 2Z,m + 2Z)(n + pZ) = (—1)"n + pZ Vl,m € Z3, Vn € Z,. Este grupo es,
precisamente, el grupo diedral Dy,,.

. ., 4 . . 4 .
En esta situacion, GE1 ?) os abeliano, mientras que Gg ) 1o 1o es, luego no son isomorfos.

Por otro lado si p = 3 mdd 4, el orden ord (Z;‘,) = p — 1 no es multiplo de 4. De este modo,

el corolario implica que no hay ningin elemento de orden 4 en Aut(Z,) = Zy,. Como por la
proposicién Zy, es ciclico, unicamente hay dos elementos cuyo orden divide a 2: ¢1 y ¢—_1.
El razonamiento realizado cuando p = 1 mdd 4 se puede realizar en este caso, siendo los tnicos

£ feiss
grupos que aparecen, en este caso, Gy, G, Gy

) G(4p) G(4p) y Gé4p).
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8. Grupos de 6rdenes menores que 32

El objetivo de esta seccién es realizar una clasificacién, salvo isomorfia, de todos los grupos de
orden menor o igual que 31. Segun se ha visto anteriormente, todo grupo de orden 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29 y 31 es ciclico por ser nimeros primos (proposicién .

Para o6rdenes 4, 9 y 25, se ha visto en el corolario que existen dos grupos abelianos no
isomorfos, mientras que para érdenes 8 y 27, las proposiciones y [7-13]implican la existencia de
tres grupos abelianos y dos no abelianos.

Por otro lado, para 6rdenes 6, 10, 14, 21, 22 y 26, 1a [7.21] implica que, salvo isomorfia, existen
dos grupos: el grupo ciclico y otro grupo no abeliano, mientras que la proposicién [7.20] implica que
todo grupo de orden 15 es ciclico.

Por ultimo, los 6rdenes 20 y 28 son de la forma 4p, donde p > 5. Como p; = 5 =1 mdd 4,
existen cinco grupos de orden 20, salvo isomorfia, mientras que ps =7 =3 mdd 4, luego tan solo
hay 4 de orden 28.

De este modo, unicamente queda clasificar los grupos de érdenes 12, 16, 18, 24 y 30, lo cual se
expone a continuacién.

La razoén por la cual se escoge el nimero 31 como el limite de esta clasificacion es la complejidad
de clasificar los grupos de orden 32, puesto que puede verse en [6] que existen 51 grupos de dicho
orden salvo isomorfia.

8.1. Grupos de orden 12

En primer lugar, veamos una proposicion que garantiza la existencia de, al menos, un subgrupo
de Sylow normal.

Proposicién 8.1. Dados dos ntimeros primos p y ¢ y un grupo G de orden p?q, G tiene un subgrupo
normal de Sylow de orden p? o de orden gq.

Demostracién. Supongamos, por reduccién al absurdo, que ny(G) > 1y que ng(G) > 1. Entonces,
por el tercer teorema de Sylow np = ¢ =1 méd p. Entonces, se verifica que ¢ > p. Por otro
lado, el mismo teorema implica que ny =1 mdd ¢, de modo que, como hay mds de un tinico
g-subgrupo de Sylow, n, > ¢ > 1. Como nq\p2, la tinica opcién es que ng = p?. Asi, el ntimero de
elementos de orden ¢ es p?(q — 1) = ord(G) — p?.

Como los elementos de orden ¢ no pertenecen a ningtin subgrupo de orden p?, por el corola-
rio la unién de todos los p-subgrupos de Sylow tiene, a lo sumo, p? elementos. Por tanto,
tinicamente existe un tnico subgrupo de orden p?, es decir, ny(G) = 1.

Esta contradiccién implica que n,(G) =1 6 ny(G) = 1. Luego G tiene un subgrupo normal de

orden p? o un subgrupo normal de orden q. O

Dado un grupo G de orden p?q, el primer teorema de Sylow implica que existen subgrupos
H y K de érdenes p? v ¢, respectivamente. Por el corolario HNK ={lg}y, por la proposicién
|HK| = p?’q = ord(G). De este modo, G = HK. Ademas, la proposicién implica que bien
H o bien K es un subgrupo normal.

Si K es un subgrupo normal, por la proposiciéon @, G = H x4 K, para algin homomorfismo
¢+ H — Aut(K). Por otro lado, si H es normal, G = K x4, H para algin otro homomorfismo
¢: K — Aut(H).

Por dltimo, la proposicién implica que K es ciclico e isomorfo a Z, y el corolario @ implica
que H es isomorfo a Z,2 0 a Zy X Zy.

En el caso particular en el que ord(G) = 12, es decir, p = 2 y ¢ = 3, supongamos primero que
ng = 1, siendo K el unico subgrupo de orden 3. Entonces, los 2-subgrupos de Sylow pueden ser
isomorfos a Z4 0 a Zg X Zs.
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= Primeramente, sea H = Z,4 un subgrupo de Sylow, de modo que G es isomorfo a H x4 K,
para algin ¢ : H — Aut(K). Dados h y k generadores de H y K, respectivamente, tenemos
dos homomorfismos distintos que verifican que ¢1(h)(k) = k y que ¢2(h)(k) = k.

)

. 12 . .
En el primer caso, Gg es un producto directo, es decir,

ng) = Z4 X Zg = Zlg

)

En el segundo caso, el grupo Gglz resulta ser:

Gng) = Z4 X Z3

donde ¢(h)(k) = k? para cualesquiera generadores h y k de Z4 y Z3. Este grupo se conoce
como el grupo diciclico de orden 12, y se denota por Dics.

Segun se ha visto en la demostracién de la proposicién #¢(h) = h~'kh = k? # k, de modo
(12)

que G5~/ no es abeliano, luego no es isomorfo a G(112).
» En segundo lugar, supongamos que H = Zs X Zs. Dado un homomorfismo ¢ : H — Aut(K),
el primer teorema de isomorfia 2.5 implica que H/ker ¢ = Im ¢ C Aut(K) = Z,.

Entonces, bien ker ¢ = H, de modo que H x4 K = H x K y tendriamos un tercer grupo de
orden 12 dado por
Gng) = (ZQ X Zg) X Zg = ZG X ZQ

que, por el teorema es, salvo isomorfia, el inico grupo abeliano de orden 12 junto a Ggm)‘

Por otro lado, también es posible que [H : ker ¢] = 2, de modo que por el corolario
ord(ker ¢) = 2, es decir, ker ¢ = {1y, a} para algin a € H.

Dados dos homomorfismos no nulos ¢1,¢2 : H — Aut(K), sus nicleos se pueden escribir
como ker ¢ = {1g,a1} y ker ¢ = {1, az}. Sean también by € H \ ker ¢1 y ba € H \ ker ¢o.
Si se considera el homomorfismo 6 : H — H que verifica que §(a;) = a2 y que 6(b1) = ba,
verifica que ¢1 = ¢2 o 0, luego la proposicién implica que H x4, K = H x4, K. Asi,
Unicamente tenemos un nuevo grupo

Gim) = (ZQ X ZQ) X Zg

donde ¢ : Zo X Zo — Aut(Zs3) : (m+ 2Z,n + 2Z) — ™, donde 9 es el tnico automorfismo
de Zs distinto de la identidad. Este grupo es, precisamente, el grupo diedral Dg.

Ahora, consideremos el caso en el que ng(G) = 1, de manera que existe un tinico 2-subgrupo de
Sylow normal.

= Supongamos que G tiene un subgrupo normal ciclico de orden 4, denotado por H. Entonces,
por la proposicién G = K x4 H, donde K es un subgrupo de Sylow de orden 3 y
¢ K — Aut(H) es un homomorfismo. Asi, Aut(H) tiene dos elementos (dados por 6, (z) = =
y Oa(x) = 2~ Vo € H), de 6rdenes 1 y 2, respectivamente. Como, dado un generador k de K, el
orden de ¢(k) ha de dividir a tres por ser la imagen de k por ¢, se tiene que ¢(k) = 0 = Idk.
Por tanto, ¢ es el homomorfismo nulo y el producto semidirecto coincide con el producto

directo, es decir, G = Ggm).

29



= Por tltimo, sea H = Zj x Zo un subgrupo de Sylow normal, de modo que G = K x4 H
para algin ¢ : K — Aut(H). Sean a,b € H tales que H = (a,b) y sea k un generador de K.
Denotamos a := ¢(k), cuyo orden ha de dividir a 3. Si « = Idy, entonces G = K x H = Gém).
Por tanto, supondremos que el orden de « es 3.

Si a(a) = a, entonces a(b) = ab, pues en caso contrario « serfa la identidad. Entonces
a(ab) = b, de modo que a? = Idy, lo que contradice el hecho de que « tenga orden 3. De
esta manera, a no tiene puntos fijos.

Sean, por tanto, ¢1, ¢y : K — Aut(H) dos homomorfismos no nulos distintos. Denotando por
a1 = ¢(k) y por ag = ¢o(k), podemos suponer que aj(a) = by as(a) = ab. Entonces, como
los automorfismos «; no tienen puntos fijos,

a1(b) = ab, ai(ab) =a, ao(b) =a, ao(ab)=".

es decir, se verifica que a1 = a%.

Considérese 0 € Aut(K) tal que (k) = k2. Se cumple que
1(k) = a1 = a3 = (62(k))* = ¢2(K*) = ($200) (k) = ¢1 = $p 06

Entonces, la proposicién [4.8 implica que K X4, H = K x4, H.

Por tanto, existe un quinto y dltimo grupo de orden 12 dado por
12
Gg ) = Zg l><¢ (Z2 X Zg)

donde ¢ : Z3 — Aut (Zo X Zs2) es el homomorfirmo que verifica que ¢(143Z)(a+27Z,b+27Z) =
(b+2Z,a+ b+ 27Z) Va,b € Zs.

Este grupo, cominmente conocido como el grupo alternado A4, no es isomorfo a ninguno de
los anteriores puesto que no contiene ningin subgrupo normal de orden 3.

8.2. Grupos de orden 16

La clasificacién de los grupos de orden 16 la vamos a realizar, de manera analoga a la clasificacion
que aparece en [I], mediante el orden de Z(G). Como Z(G) es un subgrupo de G, el corolario
implica que su orden ha de ser un divisor de 16. Por el lema ord(Z(G)) > 1. Ademas, si
ord(Z(G)) = 8, entonces G/Z(G) serfa ciclico por la proposicién deduciéndose del lema
que G seria abeliano y, por tanto, Z(G) = G. De este modo, las tinicas opciones que quedan son
que ord(Z(G)) valga 16, 4 6 2.

8.2.1. |ord(2(G)) = 16/

Segun el teorema existen cinco grupos abelianos de orden 16:
. Gglﬁ) >~ 716

. Gglﬁ) = 7Zg X Lo

. Gélﬁ) &7y X Ly

. GSG) &7y X Loy X Lo

s G927y X Zy x Zy x Zy
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8.2.2. |ord(2(G)) = 4|

Siord (Z(G)) = 4, entonces G/ Z(G) también tiene orden 4, de modo que sélo puede ser isomorfo
a Z4 0 a Zy X Zy. El primer caso no es posible puesto que, en tal caso, G/Z(G) seria ciclico y, por
el lema G serfa abeliano.

Por tanto, G/ Z(G) = Za X Zs, que tiene tres subgrupos de orden 2. Por tanto, el teorema
implica que existen tres subgrupos, que denotaremos por Hi, Ha y H3, de orden 8 y que contienen
a Z(G). Ademas, es claro que Z(G) C Z(H;), luego Z(H;) tiene orden mayor o igual que 4. Si
se diese la igualdad, H;/Z(H;) seria ciclico, por lo que el lema implica que los grupos H; son
abelianos.

Por otro lado, cada subgrupo H; estd formado por dos clases laterales de Z(G). Entonces, cada
subgrupo H; cubre una clase de G/ Z(G) distinta de la identidad. De este modo, Hy UHs U Hs = G.

Por otro lado, Z(G) es un subgrupo de orden 4, por lo que es isomorfo a Z4 0 a Zgy X Zs.

» Si Z(G) = Zy X Zg, como Zg no contiene subgrupos isomorfos a Zgs x Zsg, entonces los tres
subgrupos Hi, Ho y Hs han de ser isomorfos a Zy X Zs 6 a Zo X Zo X Zo.

Como estamos buscando grupos no abelianos, si Hy = Ho = H3 = 7o X 7o X Zo, todo elemento
de G tendria orden 2, luego G seria abeliano en virtud del lema

Si se puede escribir Hy & Zy X Zo 'y Ho =2 7o X 7 X Zy (reordenando indices si fuese necesario),
entonces existe hg € Hy\ H; de orden 2. Denotando K := (hg), se tiene que K NHy = {1}y
de la proposicién [3.4] se deduce que K H; = G. Como H; <G por el lema la, proposicién
implica que G = K x4 H; para algiin homomorfismo ¢ : K — Aut(H).

Sabemos que Z(G) es el subgrupo de H; isomorfo a Zg x Zg. Por el corolario el subgrupo
isomorfo a Zy X Zo han de ser los puntos fijos de ¢. Sean a,b € Hy elementos de 6rdenes 4 y 2
que generan H;. Como b es un punto fijo, ¢(ha)(b) = b. Entonces, ¢ queda determinada por
#(h2)(a), que pertenece a {a, a®, ab, a®b} por tener orden 4. Si ¢(hz)(a), ¢ es el homomorfismo
nulo, dando lugar a un grupo abeliano.

Si ¢(a) = a3, entonces tenemos que considerar el grupo
Gém) = ZQ D<¢ (Z4 X Zg)

donde ¢(1 + 2Z)(x) = 27! Vo € Zy x Zs.

Por otro lado, consideremos los homomorfismos ¢1,¢2 : K — Aut(H;) que verifican que
#1(ho)(a) = ab y ¢2(a) = a®b. Entonces, sea 6 € Aut(Hi) tal que §(a) = a y 0(b) = ba’.
Entonces, puede verse que 6 o ¢1(ha) = ¢2(h2) o 0, luego por la proposicién K xg Hy =
K x4, Hyi. Por tanto, tinicamente hay que considerar un grupo.

Gglﬁ) = 7o X (Z4 X Zg)

donde ¢(1 + 2Z)(m + 4Z,n+ 2Z) = (m + 4Z,m + n + 2Z) Vm € Zy, ¥Yn € Zs.
Puede observarse que Géw) tiene 11 elementos de orden 2 y 4 de orden 4, mientras que Ggw)

tiene 7 elementos de orden 2 y 8 de orden 4. Por tanto, Géw) y Gglﬁ) no son isomorfos.

Si Hy & Hy = H3 = Zy X Zs, tomamos h; € Hy \ Z(G) y he € Hs \ Z(G) que, por tanto,
tienen orden 4. Sea h3 := hihy € G\ (H1 U Hy) = Hs \ Z(G), por lo que también tiene
orden 4. Como G/Z(G) es abeliano, z := hy'h{'hahi € Z(G) y es distinto de 1¢ puesto
que, en caso contrario, al generar hy, ho y Z(G) el grupo, G seria abeliano. Por otro lado,
como todo elemento de G/Z(G) tiene orden 2, entonces z1 := h? € Z(G), 22 := h3 € Z(G)
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y 23 1= h% € Z(@) y, ademés, no son el elemento neutro porque hy, hy y hs tienen orden 4.
Ademss,
23 = h?;, = (h1h2)2 = hlhghlhg = Zh%h% = ZZ21%9 = Z = Z1%2%23

Entonces, por la estructura de Z(G) = Zg x Zg, como ninguno de los elementos z, 21, 22 y 23
es el neutro, al menos dos de los elementos 21, zo y 23 son iguales.

En el caso en el que 27 = 29 = 23, entonces z = z} = 21, luego el conjunto
31313
M = {1G,h17h27h37za h17h27h3}

es un subgrupo isomorfo a Qg. Tomando = € Z(G) \ {1¢, 2} y denotando K := (x), se tiene
que M N K = {1g}. Entonces, por la proposicién MK = G. Ademss, M <G por el lema
y K <G porque K C Z(G). Entonces, del corolario se deduce que G = M x K, es
decir,

Gy = Qs x Zy

Si z1 # z9 = z3, entonces z = 212923 = z1. Entonces, los subgrupos de orden 4, M; = (h;) =
{1g,h1,21,h121} y Mo = (ha) = {1, ha, 22, hoza}, verifican que My N My = {15}, luego, por
la proposicién MM = G. Ademés,

h;lhlhz =zhy = h? €My = hy € Ng(Ml) = M1<h2> C Ng(Ml) = Ng(Ml) =G

Por tanto, M1 <G, luego se deduce de la proposicién que G = Mj x4 M;. En los casos en
los que z1 = 22 # 23 y 21 = 23 # 22, se obtiene de manera andloga que G = Zy X 4 Z4. Como
G no es abeliano, el producto semidirecto no puede ser el producto directo, luego la tnica
opcién es

Gél6) = Z4 X Z4

donde ¢(1 +4Z)(z) = 2~ Va € Z4.
Tanto GSG) como Ggm) tienen 3 elementos de orden 2 y 12 de orden 4, por lo que no son

isomorfos ni a Gém) ni a G(716). No obstante, esto es algo que ya sabiamos puesto que, si esto

ocurriese, los subgrupos de orden 8 conteniendo al centro de Z(G) serfan isomorfos.

Ademas, GSG) y GSG) no son isomorfos porque {22 : x € Géw)} consta de dos elementos y
(2?2 € Géw)} lo hace de 3.

Si Z(@G) =2 Z4 entonces los subgrupos H; no pueden ser isomorfos a Zy X Zg X Zsa, pues dicho
grupo no tiene elementos de orden 4. Por tanto, los subgrupos H; son isomorfos a Zg 6 a
Z4 X ZQ.

En el caso en el que los tres subgrupos Hi, Hy y H3 sean isomorfos a Zg, entonces tomamos
he € Hy\ Z(G) y hs € H3 \ Z(G), ambos de orden 8, tales que z := h3 = h3 € Z(G).
Entonces, hy := hohg € G\ (H2 U H3) = Hy \ Z(G), luego tiene orden 8.

Como G/Z(@G) es abeliano, entonces 2’ = h;lhglhghg € Z(G) y, ademds, como h3 € Z(G),
se tiene que
hoh2 = 2 hyhohs = 22(h2hy) = 22(hah2) = 22 = 14

Si 2/ = 1¢, entonces hy y hs conmutarfan y, como también generan el grupo, G serfa abeliano.

Por tanto, 2’ es el elemento de Z(G) de orden 2. De este modo,

h3 = (hoh3)? = 2’h3h3 = 2'2?
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tiene orden 1 6 2, lo que junto al lema contradice el hecho de que o(h1) = 8.

De este modo, alguno de los tres subgrupos, sin pérdida de generalidad, Hi, es isomorfo a
Z4 X Zs. Entonces, existe h; € H; \ Z(G) de orden 2. Se denota K := (hy).

Suponemos primero que uno de los subgrupos H; es isomorfo a Zg; sin pérdida de generalidad,
Hj. Entonces, como K N Hs = {1}, por la proposicién 3.4 |K Hs| = 16, es decir, KH3 = G.
Como Hj3 < G por el lema la proposicién implica que G = K x4 Hj para algin
homomorfismo ¢ : K — Aut(Hs).

El homomorfismo ¢ queda determinado por ¢(h1), el cual queda determinado por ¢(hy)(hs),
siendo h3 un elemento de orden 8 de Hs. Ademas, como ¢(hq)(h3) tiene que tener orden 8, se
verifica que ¢(h1)(hs) € {hs, h3, h3, hi}. Si ¢(h1)(h3) = hs, ¢ es el homomorfismo nulo, luego
G = Zs X Zg seria abeliano.

Puede comprobarse que los otros tres ¢(h;) mencionados tienen orden 2, de modo que ¢ es
un homomorfismo bien definido, luego determina un producto semidirecto. Sin embargo, si
d(h1)(h3) = h3 o ¢(h1)(hs) = h}, entonces Fix(¢) = {1k, h3i}. Entonces, del corolario m
se deduce que ord(Z(G)) = 2, en contra de lo que se esta suponiendo.

En cambio, si ¢(h1)(hs) = h3, se tiene que Fix(¢) = {1k, h2, h3, hS}, luego el corolario
implica que Z(G) = Z4. Por tanto, tenemos un nuevo grupo en esta seccién:

Gg%ﬁ) = Zz D<¢ Zg

donde ¢(1 + 2Z)(x) = 2° Vx € Zs.

En cambio, si los tres subgrupos H; son isomorfos a Z4 X Zso, andlogamente se cumple también
que G = K x4 Hz, para algin homomorfismo ¢ : K — Aut(H3). Como sabemos que Z(G) C
Hs y que Z(G) = Zy, Fixz(¢) es uno de los dos subgrupos de orden 4 de Hs. Entonces, sea
hs € H3z \ Fiz(¢) de orden 4. Como ¢(h1)(hg) # hs tiene orden 4 y no pertenece a Fix(¢),
la tinica opcién restante es que ¢(h1)(h3) = hg'.

De este modo, ¢(h1), y por tanto ¢, queda determinada por qué subgrupo es el subgrupo de
puntos fijos. Sean M; y My los dos subgrupos de orden 4 de Hs y sean a; y as respectivos
generadores. Sean también by € Hs\ My y be € Hs\ My, ambos de orden 4. Sean, por tltimo,
¢1,02 : K — Aut(Hs) los homomorfismos que tienen por subgrupos de puntos fijos a M; y
a Mo, respectivamente. Considérese entonces el automorfismo 0 : H3 — H3 que verifica que
0(a1) = ag y que 0(b1) = by. Entonces,

00 ¢1(h)(a1) = ag = ga(h1) 0 0(ar), 6o i(br) =by"' = ga(h1) 0 6(b1)

De este modo, fopy(h1) = ¢2(h1)ob. Por tanto, de la proposiciénse deduce que Kx 4, Hz =
K x4, Hz. Por tanto, inicamente queda por considerar un nuevo grupo en esta seccion:

G§116) = ZQ D<¢ (Z4 X Zg)

donde ¢(142Z)(n+47Z, m+27Z) = (n+2m~+4Z, m~+27) ¥n € Zy, Ym € Zy. Puede comprobarse
(16) . . ) o .
que G7; ’ no tiene elementos de orden 8, es decir, que no contiene ningin subgrupo isomorfo
. (16)
a Zg, de modo que no puede ser isomorfo a Gy, .

8.2.3. |ord(2(G)) =2

En este caso, G/Z(G) tiene orden 8, de modo que es isomorfo a Zg, Zy X Za, Za X Za X Za, Dy
(0] Qg.
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» Si G/Z(G) = Zg, entonces, por el lema G es abeliano. Por tanto, no hay que considerar
nuevos grupos en este caso.

» Si G/Z(G) ¥ Zy X Zy, tiene dos subgrupos de orden 4 isomorfos a Z,4, que contienen un
tnico subgrupo de orden 2, y otro subgrupo isomorfo a Zs X Zs, que contiene tres subgrupos
de orden 2. Por el teorema [2.8] existen dos subgrupos Hi y Ho, de orden 8, que tinicamente
tienen un subgrupo de orden 4 conteniendo a Z(G) y otro subgrupo Hs, también de orden 8,
que tiene tres subgrupos de orden 4 conteniendo a Z(G).

Si Hy = Dy 6 H; = Qg, entonces, como Z(G) C Z(Hi), se tiene la igualdad debido a que
Z(G) y Z(H,) tienen el mismo orden. Sin embargo, tanto D4 como Qg tienen tres subgrupos
de orden 4 que contienen al centro, lo que contradice lo mencionado anteriormente. Algo
similar ocurre con Hs.

En particular, H; y Hs son abelianos. Entonces, como HyHy C G, se tiene que |[HK| < 16.
Entonces, por la proposicién ord(HiNHjy) > 4,y se tienen las igualdades porque Hy # Ho
y ambos tienen orden 8. Entonces, G = H1Hs y todo x € H;N Hs conmuta con todo elemento
de HyHj por ser estos abelianos, luego H1 N Hy C Z(G). En particular, ord(Z(G)) > 4, en
contradiccion con lo que se estd suponiendo.

» Si G/Z(G) =2 Qg, ocurre algo similar. Como Qg tiene tres subgrupos de orden 4, todos ellos
isomorfos a Z4, que contienen al inico subgrupo de orden 2, por el teorema [2.8| existen tres
subgrupos Hy, Ho y Hs de G de orden 8, los cuales contienen a un tinico subgrupo de orden
4 conteniendo a Z(G). Por lo comentado en el caso anterior, Hy, Hy y H3 son abelianos y,
por tanto, ord(Z(G)) > 4, lo que supone una contradiccién.

» Si G/Z(G) = 7y x 7y x Zs, entonces todo elemento z € G verifica que 22 € Z(G). Como G
no es abeliano, el lema implica que existe un elemento g € G \ {1} cuyo orden no es 2.
Entonces, z := g2 es el elemento de Z(G) distinto del neutro.

Por el teorema [2.8] como cada subgrupo de orden 2 de Zo X Zo X Zgo estd contenido en tres
subgrupos de orden 4, existen tres subgrupos de orden 8, denotados por Hi, Hy v Hs, que
contienen a (g).

Por la proposicién el producto de dos subgrupos H; y H; es G, de modo que si dos de
ellos fuesen abelianos, (9) = H; N H; C Z(G), lo que contradice que ord(Z(G)) = 2.

Supongamos entonces, sin pérdida de generalidad, que Ho y H3 son no abelianos. Tomemos
he € Ha\(g) y hs € H3\(g). Si ha y g conmutaran, entonces Hj seria abeliano y, como G/Z(Q)
es abeliano, h;lg_lhgg € Z(G), luego ha de ser z, de modo que hag = zghs. Andlogamente,
hsg = zghs.

De este modo, haohs € G\ (H2 U H3) = Hy \ (g) y verifica que:
(hghg)g = hQZghg = 22g(h2h3) = g(hghg)

de modo que H; es abeliano.

Tomamos h; € Hy \ (g). Si h1 y he no conmutan, entonces h1hy = zhohy (por ser G/Z(G)
abeliano) y, en tal caso, (gh1)he = ha(gh1). Tanto si hy y he conmutan, como si lo hacen hig
v heo, existe un elemento distinto de z y del neutro que conmuta con todos los elementos de
H, y también de Hy (puesto que es generado por g y por hy). Entonces, como G = HjHo,
dicho elemento pertenece a Z(G), lo que contradice que ord(Z(G)) = 2.

» Si G/Z(G) = Dy, entonces tiene un subgrupo de orden 4 isomorfo a Z, y dos més isomorfos
a Zgo X Zso. Entonces, existen tres subgrupos de GG, denotados por Hi, Hy y Hj, todos ellos de
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orden 8, de manera que H; contiene un dnico subgrupo de orden 4 conteniendo a Z(G) y Ha
y Hj contienen tres cada uno.

Segin hemos visto en casos anteriores, H; tiene que ser abeliano. Ademas, Hyi 2 Zo X Zo X Za
porque, en tal caso, cada subgrupo de orden 2 esta contenido en tres subgrupos de orden 4.

Por 1ltimo, si Hy = Z4 x Zg, el subgrupo de orden 4 que contiene a Z(G) es el isomorfo a
Zo X Zs, puesto que los dos subgrupos isomorfos a Z4 contienen al mismo subgrupo de orden
2. Por la proposicién Hy N Hy es el subgrupo de orden 4 de H; que contiene a Z(G),
luego es isomorfo a Zy X Zs.

Si Hy fuese abeliano, ya hemos visto que H; N Hy C Z(G), contradiciéndose que ord(Z(G)) =
2. Por otro lado, Hs contiene un subgrupo isomorfo a Zs X Zs, de modo que Hs 2% Qg. Por
tanto, Hy = Dy, de modo que tiene cinco elementos de orden 2, asi que existe hy € Hy \ Hy
de orden 2. Se denota K := (hg).

El lema implica que H;<G. Ademds, como H1NK = {1g}, la proposiciénimplica que
H, K = @. Entonces, la proposicién 4.6[implica que G' = K x4 Hy para algiin homomorfismo
¢ : K — Aut(Hp). Del corolario tiene que Fliz(¢) ha de ser un subgrupo de orden 2
para que el centro de GG tenga orden 2.

Sean a y b generadores de H; de drdenes 4 y 2, respectivamente. Entonces, ¢(hs)(a) €
{a,a®, ba,ba®} por tener que ser un elemento de orden 4. Entonces, ¢(hs)(a2) = (¢(ha)(a))? =
a?, de modo que a? € Fiz($). Entonces, ¢(h2)(b) = ba?, por no ser b un punto fijo.

En el caso en el que ¢(hs)(a) = a, a € Fiz(¢) y si ¢(a) = a*, entonces ¢(ba) = ba, luego
ba € Fizx(¢). En ambos casos, Fiz(¢) no serfa un subgrupo de orden 2. Por otro lado, si
#(ha)(a) € {ba,ba®}, se verificaria que ¢?(hs)(a) = a® # a, luego ¢ no estarfa bien definido
como homomorfismo desde K.

Por tanto, si H; = Z4 X Zsg, entonces ord(Z(G)) > 2, luego la tnica opcién posible es que
Hy = Zs.

Ya se ha visto que si alguno de los subgrupos Hy 6 H3 fuese abeliano, entonces ord(Z(G)) > 4.
Por tanto, suponemos que son isomorfos a Dy o a Qg. Si alguno de ellos, sin pérdida de
generalidad Hy, es isomorfo a Dy, entonces existe ho € Hy \ H; de orden 2. Denotando

= (hg), se tiene que K N H; = {1¢}, luego la proposicién implica que KH; = G.
Como Hi < G por el lema la, proposicién implica que G = K x4 H; para algin
homomorfismo ¢ : K — Aut(Hy).

Si hi es un generador de Hj, entonces hemos visto que ¢ queda determinada por ¢(hg)(hi),
que pertenece a {hl,h‘i’,hi’,hz}m Si ¢(he)(h1) = hq, el producto semidirecto resulta ser un
producto directo, luego G serfa abeliano. En cambio, el caso ¢(hs)(h1) = h{ ya se ha conside-
rado cuando ord(Z(G)) = 4. Entonces, quedan por considerar los dos siguientes grupos. Por
un lado,

G(16) Z2 X Zg
donde ¢(1 + 2Z)(x) = 2® Vx € Zg. Por otro lado,
G(16) ZQ X Zg

donde ¢(1 + 27Z)(z) = ! Vz € Zg.

“Sabemos que @(h2)(h1) tiene orden 8, luego ha de pertenecer a dicho conjunto. Reciprocamente, los cuatro
automorfismos ¢(h2) que se generan con estos valores de ¢(hz)(hi1) tienen orden 1 6 2, luego estdn bien definidos
como homomorfismos desde K.
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Puede comprobarse que G1126) tiene 5 elementos de orden 2, 6 de orden 4 y 4 de orden 8§,

(16) (16)
13

mientras que G5~ tiene 9 elementos de orden 2, 2 de orden 4 y 4 de orden 8. Por tanto, G,

y G%ﬁ) no son isomorfos.

Por dltimo, si Hy = Hg = Qg, sean h; generador de Hy, y he € Hy \ Hi. De este modo, hy y
ha generan G y tienen érdenes 8 y 4, respectivamente. Como H; <Gy Ha<G por el lema[7.10]
h = hghlhz_lhl_l € HyN Hy y, por tanto, conmuta con hy. Asi, hs := hihe € G\ (H1 U Hs) C
Hs \ Z(G), luego tiene orden 4, puesto que Hs = Qg. Ademds, por la estructura de Qg,
z:=h3="h3 € Z(G)\ {1g}. De este modo,

z = h} = (hih2)?® = hihghihy = hihhih3 = hh3z = hhi = 1g = h = h{* = h$

Por otro lado, h3 € Hy U Hy porque Hy/(Hy N Hy) tiene orden 2. Ademds, o(h3) = 2 por el
lema luego h3 = hi. Por tanto, G admite la presentacién

G\ = (hy ho|hB =16, h3 = ¥ hyhohy = hy)

8.3. Grupos de orden 18

Dado un grupo G de orden 18, el tercer teorema de Sylow implica que n3(G) = 1, de modo
que existe un subgrupo normal K de orden 9. Ademés, por el primer teorema de Sylow [5.9] también
existe un subgrupo H de orden 2. De este modo, el corolario implica que H N K = {15} vy, por
tanto, la proposicién implica que |[HK| = ord(H)ord(K) = 18 = ord(G), luego HK = G.

Por tanto, de la proposicién [4.6|se deduce que G = H x4 K para algin homomorfismo ¢ : H —
Aut(K). Sabemos por el corolar que H = 75 y por el corolario que K es isomorfo a Zg 6
a Zg X Zg.

= Si K & Zgy, entonces, dados dos generadores h y k de H y K, respectivamente, todo ho-
momorfismo ¢ queda determinado por el tnico entero n € Zg tal que ¢(h)(k) = k™. Como

#*(h) = ¢(h?) = ¢(1g) = Id, se tiene que:

k=¢*(h) (k) =¢(h)(k") =k =n?’=1 méd9=n=+1 méd9

Entonces, sin = 14+9Z, ¢(h) = Idg, luego ¢ es el automorfismo nulo y el producto semidirecto
resulta ser el producto directo. De este modo,

Gng) = ZQ X Zg = Zlg
Por otro lado, si n = —1 4 9Z, el producto semidirecto a considerar es:
Gng) = Dg = ZQ X Zg

donde ¢(1 + 27Z)(z) = 2! Vz € Zq.

» Si K & Z3 X Z3, dado un homomorfismo ¢ : H — Aut(K), el conjunto Fiz(¢) = {k € K :
¢(h)(k) = k Vh € H} es un subgrupo de K, luego por el corolario puede tener orden 1, 3
6 9. En adelante, denotaremos « := ¢(h), donde h es el elemento no neutro de H.

Supongamos en primer lugar que Fiz(¢) = K, de modo que ¢ es el homomorfismo nulo y,
por tanto, el producto semidirecto resulta ser el producto directo. De este modo,

Gng) = ZQ X (Zg X Zg) = Zﬁ X Zg
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Si Fiz(¢) = 1k, entonces, dados a,b € K tal que a(a) = b. Como o? = Idy, se verifica que
a(b) = a. Entonces a(ab) = ab, luego ab € Fiz(¢) = {1x}. Entonces, b = a(a) = a~! Va € K.
De este modo,

Gflls) = ZQ D<¢ (Zg X Zg)

donde ¢(1 + 2Z)(k) = k=1 Vk € Z3 x Zs.

Por ultimo, si ord (Fiz(¢)) = 3 y consideramos ¢ como una accién sobre K, se deduce de la
proposicion que existen tres drbitas de cardinal dos, de manera que {a, b} es una érbita
si y sélo si a(a) = by a(b) = a. De este modo, si {a,b} es una érbita y b # a~!, entonces
{a=1, b1} consituye otra 6rbita. Asf, en el caso en el que no hubiese ninguna érbita formada
por un elemento y su inverso, el nimero de 6rbitas de orden 2 seria par, lo cual no es cierto.

Por tanto, 3z € K tal que a(z) = 271

Sean ¢1, ¢ : H — Aut(K) tales que ord(Fiz(¢1)) = ord(Fiz(¢2)) = 3 y denotamos oy =
¢1(h) y ag = ¢2(h). Sean a; y ay generadores de Fix(¢1) y Fix(pz), respectivamente. Sean
también by,be € K tales que aq(by) = b1_1 y ag(bg) = b2_1. Como b; € K \ {(a;), podemos
considerar el automorfismo 6 tal que 6(a1) = az y 0(b1) = be. Dicho automorfismo verifica
que 0 o a1 = ag 0 A, deduciéndose de la proposicién que H x4, K = H x4, K. Por tanto,
todos los productos semidirectos que verifican que ord (Fiz(¢$)) = 3 son isomorfos. De este
modo, unicamente falta por considerar un grupo:

Géls) = 7o X (Zg X Zg)

donde ¢(1 + 2Z)(m + 3Z,n+ 3Z) = (m + 3Z,—n+ 3Z) Ym,n € Zs.

En todos los casos, como ker ¢ = {1z,}, el corolario implica que Z(G) = Fixz(¢). De este

modo, ningin par de Gélg) , G5118) y Gélg) son isomorfos.

8.4. Grupos de orden 24

El objetivo de esta seccion es realizar una clasificacion salvo isomorfismo de los grupos de orden
24 = 23 . 3. Segiin hemos visto en el corolario al primer teorema de Sylow, todo grupo G de
orden 24 contiene al menos un 2-subgrupo de Sylow H, cuyo orden serd 8, y un subgrupo K de
orden 3.

Ademas, debido al segundo teorema de Sylow todos los subgrupos de orden 8 de G son
subgrupos conjugados, es decir, son isomorfos. De este modo, un método para la clasificacion de
los grupos de orden 24 sera ver a qué grupo de orden 8 son isomorfos sus 2-subgrupos de Sylow.

Este razonamiento también es valido para los 3-subgrupos de Sylow pero, sin embargo, no
aporta ninguna informacion extra puesto que dos grupos cualesquiera de orden 3 son isomorfos.

Por dltimo, segtin el tercer teorema de Sylow|[5.13] podemos sacar algunas conclusiones acerca del
numero de subgrupos de Sylow de G. En cuanto a p = 2, dicho teorema implica que n3|3 = ng =1
6 3. Por otro lado, n3|8 y, ademds, ng =1 mdéd 3. Por tanto, los tinicos posibles valores de ng son
1y4.

Vamos a empezar a clasificar los grupos de orden 24 segtn la cantidad de subgrupos de Sylow
que tengan, es decir, segiin los valores de ng y ns.

8.4.1. [na(G) =1, ny(G) =1]

En este caso G posee un tinico subgrupo H de orden 8 y un tinico subgrupo K de orden 3 que,
por el teorema son subgrupos normales. Como, ademds, los 6rdenes de H y K son primos entre
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si, HN K = {1} por el corolario De este modo, la proposicién implica que |HK| = 24, es
decir, HK = G. De esta manera, por el corolario [1.7 G = H x K.

Segtin la proposicién[7.2] K = Zs por el hecho de tener orden 3. Por otro lado, por la observacién
y la proposicién H ha de ser isomorfo a una de las siguientes opciones:

Zg, 7Ty X Lo, Zo X Lo X Lo, Dy, Os.
Asi, segiin a que grupo sea isomorfo H, G sera isomorfo a una de las siguientes opciones:
1. G 7y x Zg = Zoy.
2. G = (Zy x Ty) x Ty =2 o x Zy.
3. GY = (Zy x Ty x Tp) x T = T x Ty X Zy.
1. GV > Dy x Zs.
5. G2V =~ Qg x 7.

Estos grupos no son isomorfos entre si puesto que entonces también lo serian sus 2-subgrupos
de Sylow, y esto no ocurre.

Otra observacién importante es que el teorema [6.6]implica los grupos G1, G2 y G son los tinicos
grupos abelianos de orden 24.

8.4.2. |na(G) =3, ny(G) =1

En este caso, G tiene tres subgrupos de orden 8 y un subgrupo normal K de orden 3. Tomamos
un subgrupo H de orden 8 arbitrario. Andlogamente al caso anterior, se verifica que H N K =
{l¢} y que HK = G. Entonces, por la proposicién se verifica que G = H x4 K para algtin
homomorfismo ¢ : H — Aut(K).

La forma de proceder en este caso va a ser la siguiente: para cada tipo de isomorfia de H
como grupo de orden 8 se van a calcular los posibles homomorfismos ¢ que generen productos
semidirectos.

Para ello, resulta 1til estudiar el grupo de automorfismos Aut(K) = Aut (Z3). Este grupo esta
compuesto por dos elementos: uno de ellos es la identidad y el otro, v, viene dado por ¥ (z) = 1132;

Por tanto, los homomorfismos ¢ vendrdan determinados por qué elementos de H verifican que h
es la identidad o el automorfismo v, es decir, ¢ queda perfectamente determinada por el subgrupo
kerop C H.

En este momento resulta conveniente descartar los casos en los que ker ¢ = H, pues en dicho
caso el producto semidirecto coincide con el directo y estariamos en los supuestos de la seccién
anterior (se verificaria que ng = 1, en contra de lo que se estd suponiendo en esta seccién).

De este modo, como el teorema implica que G/ker¢ = im ¢ C Aut(K), ha de verificarse
que ord(ker ¢) vale 4 u 8. En el segundo caso ¢ serfa el homomorfismo nulo, que no se considera por
lo comentado anteriormente. Asi, se consideraran tinicamente los casos en los que ord(ker ¢) = 4.

En esta situacion, resulta interesante presentar la siguiente proposicion que nos permitira ver
cuando dos productos semidirectos son isomorfos.

Proposicién 8.2. Sean H y K dos subgrupos tales que K 2 Zs, de modo que Aut(K) = {Id,¢}.
Considérense los productos semidirectos H x4, Ky H x4, K. Si existe un automorfismo § € Aut(H)
tal que 6 (ker ¢1) = ker ¢, entonces H x4, K = H xy4, K.
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Demostracion. La condicién 6 (ker ¢1) = ker ¢2 se escribe como:
ker 1 = 07" (ker o) = 07 (¢5 ' (Idi)) = (¢200) " (Id) = ker (¢ 0 6)

Entonces ¢1 y ¢2 o € son homomorfismos H — Aut(K) con el mismo nicleo. Como Aut(K)
tiene s6lo dos elementos, concluimos que ¢1 = ¢ o §. De este modo, la proposicion [4.8] implica que
Hwxy K=Hxg, K

O

Ahora vamos a considerar los posibles grupos de orden 24 clasificados en esta seccién segun el
tipo de isomorfia de H como grupo de orden 8. Cabe destacar de nuevo que en ningun caso dos
grupos de orden 24 serén isomorfos si no lo son sus 2-subgrupos de Sylow.

» Supongamos en primer lugar que H = Zg. El tinico subgrupo de orden 4 de H es (a?), donde
a es un generador del grupo. Asi, obtenemos un sexto grupo

Gé24) = Zg X Z3
donde ¢(n + 8Z) = ™.

= Supodngase ahora que H = Z4 X Zo, de modo que contiene 3 subgrupos de orden 4: dos de
ellos, My y M>, isomorfos a Z4 y el otro, M3, isomorfo a Zs X Zso. De este modo, existen
3 homomorfismos ¢1, ¢a,p3 : H — Aut(K) cuyos ntcleos son los subgrupos mencionados
anteriormente, respectivamente.

Veamos primero que los subgrupos H x 4, K y H x 4, K son isomorfos. Para ello, sean a = (1, 0)
y b = (1,1) generadores de M; = ker ¢1 y My = ker ¢2, respectivamente. Consideramos el
isomorfismo

0 : 7y X Lo — Ly X Lo, (m ~+ 4Z,n + 2Z) — (m + 4Z, m + n + 27)
que verifica que 0(a) = b, de modo que 0 (ker ¢1) = ker ¢o, luego por la proposicion
Hxy K=Hxy, K.
Asi, en este caso tenemos unicamente dos grupos. En primer lugar,
GPY = (Zy x Zy) xg, Zs
donde ¢y : Zy X Zy — Aut (Zs3) queda definido por ¢p(m+4Z,n+27) = Y™ Vm € Z4, Vn € Zs.
Por otro lado, esta el grupo
GPY = (Zy x ) w4, Zs
donde ¢3(m + 4Z,n + 27) = Y™ ¥Ym € Zyg, Yn € Zo.

Por el corolario m Z(G(?%)) Zkerg) 2 Zsy Z(GézA‘)) = ker ¢3 = Zg X Zg, de modo que
(24)

los grupos G; 7y Gé%) no son isomorfos.

= Ahora se considera el caso en el que H = Zy X Zy X Zs. Entonces, H tiene 7 subgrupos
de orden 4, todos ellos isomorfos a Zy X Zs. Vamos a ver que si tomamos dos de ellos My
y Ma, existe 0 € Aut(H) tales que 0(M;) = M. Para ello, sean (a,b,c) y (d,e, f) ternas
de generadores de H tales que M; = (a,b) y My = (d,e). Entonces, la aplicacién dada
por 0 (xa + yb+ zc) := xd + ye + zf Vx,y,z € Zg es un isomorfismo bien definido tal que
O(M;) = My, como queriamos. Por tanto, en este caso existe un inico subgrupo de orden 24,
que se escribe

G524) = (ZQ X ZQ X ZQ) X Zg

donde ¢ (a + 2Z,b+ 27, c + 27Z) = ¢° Ya,b,c € Zy
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= Ahora suponemos que H = Dy. Entonces, H tiene un subgrupo M; homeomorfo a Z4, que se
identifica con (p) y dos subgrupos, Mo y Ms, identificados con (p?,7) y (p?, 7p), respectiva-
mente.

Segun hemos visto, cada uno de estos subgrupos genera un inico homomorfismo ¢; : H —
Aut(K) tal que ker ¢; = M;. De este modo, tenemos tres productos semidirectos H x4, K
que son isomorfos a todos los posibles grupos de orden 24 con un subgrupo normal de orden
3 y tres subgrupos de orden 8 isomorfos a Dy.

Sin embargo, el automorfismo de H definido por 6 (iji) == 7/pi* donde j € {0,1} ei € Z,
verifica que 6(Ms) = M3, luego por la proposicién los dos ultimos productos semidirectos
son isomorfos.

De este modo, tenemos dos nuevos grupos, salvo isomorfia:
(24) _
GlO = D4 D<¢1 Z3

donde ¢ (iji) = I Vj,i € Z.
Y, ademas,
G5214) = D4 I><¢)2 Zg

donde ¢o (iji) =Y Vi,j € Z.

Por el corolario|4.11} Z (G%l)) X274y Z <G§214)> = 7o X Zs. Por tanto, G%l) y G5214) no son

isomorfos.

= Por ultimo, considérese el caso en el que H =2 Qg, de modo que H tiene tres subgrupos, My, Mo
y M3 de orden 4, todos ellos isomorfos a Z4. En la notacién habitual Qg = {£1, +i, +5, £k},
i, j y k son los generadores de My, My y M3, respectivamente. Entonces, el automorfismo de
Qg dado por:
0(-1)=-1, 0(i) =4, 0(j) =k, O0(k)=1.

verifica que (M7) = M. Por otro lado, también se verifica que 8(Msz) = Ms, de modo que,
por la proposicién[8.2] los tres productos semidirectos obtenidos a partir de los homomorfismos
¢; tales que ker ¢; = M; son isomorfos. De esta manera, en estas condiciones, inicamente se
tiene un nuevo grupo.

G = Qs x4 2y
donde ¢(x) = Idy, Yz € My = {£1,+i} y ¢(z) = Vo & M;.

8.4.3. [na(G) =1, ng(G) = 4]

En este caso, el 2-subgrupo de Sylow, de orden 8, es un subgrupo normal de G. Entonces, igual
que en los casos anteriores, si tomamos un 3-subgrupo de Sylow, K, verificard que H N K = {1},
por ser los 6rdenes de H y K primos entre si. Ademds, por la proposicién ord(HK) = 24,
luego HK = G. Por tanto, estamos dentro de las hipétesis de la proposicién [.6] de modo que
G = K x4 H, donde ¢ : K — Aut(H) es un homomorfismo de grupos.

Entonces, si k genera el grupo K, ¢(k) € Aut(K) ha de tener orden 1 6 3. En el primer caso,
¢(k) serfa la identidad, de modo que ¢ serfa el homomorfismo nulo y el producto semidirecto en
cuestién coincidiria con el producto directo, volviendo al caso considerado anteriormente en el que
n3 = 1. Por tanto, en adelante, buscaremos ¢ € Aut(H) tales que o(¢(k)) = 3.
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= En primer lugar, si H = Zg, veamos que no existen automorfismos de H de orden 3. Razo-
nando por reduccién al absurdo, supongamos que existe tal ¢. En este contexto, 3m € N tal
que ¢(a) = a™ Va € Zg. Entonces, como ¢* = Idy, se verifica que:

a:¢3(a):am3:>m351 méd 8 =m =1 mdbd 8

donde la ultima implicacién puede verse estudiando las diferentes clases de equivalencia. De
este modo, ¢(a) = a Va € Zg, luego ¢ = Idy, que tiene orden 1.

Lo que se acaba de probar es que si H = Zg, entonces el tinico producto semidirecto que
verifica estas condiciones es el producto directo, grupo ya considerado en la primera seccién.

» Sea ahora H = 74 X Zo y sean a y b elementos de 6rdenes 4 y 2, respectivamente, que generan
H. Sea ¢ € Aut(H) de orden 3. Por ser un isomorfismo, se tiene que ¢(a) ha de ser un
elemento de orden 4, luego ¢(a) € {a, a3, ba, ba>}.

3 27

Veamos que ¢(a) = a. Si ¢(a) = a3, se tendria que ¢3(a) = a®>” = a3 # a, luego ¢ no tendria
orden 3. Por otro lado, si ¢(a) = ba, entonces ¢(a®) = ba3. Por tanto ¢*(a) = ¢(ba) € {a,a®}
por tener que tener orden 4 y ser ¢ inyectiva. Asi, ¢3(a) € {¢(a),p(a®)} = {ba,ba®} =
#(a) # a, de modo que ¢ no tendria orden 3. Algo andlogo ocurre cuando ¢(a) = ba®, de
modo que la unica posibilidad que queda es que ¢(a) = a.

Este razonamiento se puede aplicar a todos los elementos de orden 4, perteneciendo todos
ellos a Fiz(¢).

Ademis, ¢(a?) = ¢(a)? = a?, de modo que ¢(b) € {b,ba%}. Sin embargo, ¢(b) = ba? =
¢*(b) = ¢(ba®) = ¢(b)¢(a)® = ba* = b = ¢*(b) = $(b) #b.

Asi, la tnica posibilidad es que ¢(b) = b, luego (por ser ¢(a) = a y generar a y b el grupo) ¢
es la identidad, que tiene orden 1.

De este modo, el tnico automorfismo de Z4 x Zo cuyo orden divide a 3 es la identidad, de
modo que no existen grupos de orden 24 tales que ny = 1, n3 = 4 y que el 2-subgrupo de
Sylow sea isomorfo a Z4 X Zo.

= En el caso en el que H = Dy, tampoco existe ningin automorfismo de D4 de orden 3. En
efecto, supongamos que existe uno, ¢. Entonces ¢(p) € {p, p>} por tener que tener orden 4.
Sin embargo, en el caso de que ¢(p) = p?, se tendria que ¢3(p) = p*7 # p, lo que contradice
el supuesto de que o(¢) = 3. Por tanto, ¢(p) = p.

En este caso, ¢(7) € Dy \ (p), luego existe n € N tal que ¢(7) = 7p". Asi, ¢3(7) = 7p°" = 7,
de modo que 3n =0 mdd 4 y, como med(3,4) = 1, también n =0 méd 4.

Por tanto, o(¢)|3 = ¢ = Idp,, de modo que no tenemos que considerar nuevos grupos en
esta seccién, por el mismo motivo que en los casos de H 2 Zgy H = Zy X Zs.

s Cuando H = Zs X Zg X Zs, vamos a ver que si que existe un producto semidirecto no trivial.
Ademsds, vamos a ver que es tnico utilizando la proposicion [4.9

En efecto, sea el homomorfismo ¢ : K — Aut(H) C Biy(H ), es decir, que puede considerarse
como una accion del grupo K sobre H, entendido como conjunto. De este modo, dado un
generador k del grupo K, denotaremos « := ¢(k). Entonces, por la proposici(’)n el cardinal
de cada 6rbita ha de ser 1 6 3, siendo las érbitas de cardinal 1 las formadas por los elementos
x € H tales que a(x) = x, es decir, los puntos fijos de a. Es trivial ver que dicho conjunto
de puntos fijos es un subgrupo de H, luego, por el corolario [3.8| tiene cardinal 1, 2, 4 6 8. De
este modo, la tnica posibilidad (obviando el caso en el que « sea la identidad, donde todas las
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6rbitas tienen cardinal uno) es que esta accién tenga dos puntos fijos y dos 6rbitas formadas
por tres elementos.

Sean 07 y Os las dos 6rbitas de cardinal 3. Al menos uno de los dos conjuntos O1 U{1g}, O2U
{1¢} no es un subgrupo. En efecto, si los dos conjuntos fueran subgrupos, por la proposicién
y el hecho de que el producto esta contenido en H, la interseccién tendria orden mayor o
igual que 2, lo que contradice el hecho de que las érbitas sean disjuntas. De este modo, existe
una 6rbita O tal que O U {1g} no es un subgrupo. Por la estructura de H = Zy X Zgy X Za,
los elementos de O generan H.

Sean ahora dos homomorfismos ¢1,¢s : K — Aut(H). Dado k generador de K, denotamos
ay := ¢1(k) y ag := ¢a(k). Sean entonces O = {a,b,c} y Oz = {z,y, 2} las drbitas, bajo las
respectivas acciones dadas por ¢; y ¢2, que generan H. En ellas, puede suponerse, renom-
brando los elementos, que «aj(a) = by que aa(x) = y. Se considera el automorfismo de H
dado por

0:H — H, dv™c" — 2ly™c" VI, m,n € Zsy

que estd bien definido y es un isomorfismo por ser {a,b,c} y {z,y, 2z} generadores del grupo
y ser H = 7o X Zs X Zo. Ademas, verifica que

Oopi(k)=0oa; =azol =¢y(k)ob
Y este resultado también implica que

0o ¢1(k2) =00 ¢1(k)odi(k) = p2(k) o b o p1(k) = pa(k) o pa(k) o = gf)g(kQ) of

Por tanto, la proposicion @ implica que todos los productos semidirectos de la forma K x4 H
son isomorfos.

De este modo, tinicamente hay que considerar un nuevo grupo, dado por
G§234) = Zg X (ZQ X ZQ X Zg)
donde ¢(1 + 3Z)(1 4+ 2Z, m + 2Z,n + 2Z) = (m + 2Z,n + 2Z,1 4+ 2Z) Vl,m,n € Zs

Por tdltimo, esté el caso en el que H = Qg. Anédlogamente al caso anterior, la accién asociada
a cada producto semidirecto tiene dos puntos fijos y dos érbitas de cardinal 3. En este caso,
el tnico elemento de orden 2 de H es el punto fijo distinto de la identidad. Ademads, ningun
elemento de orden 4 puede pertenecer a la misma Orbita que su inverso, puesto que en este
caso, existirfa x € Qg (el elemento en cuestién o su inverso) tal que a(z) = 271, siendo a el
automorfismo imagen de un generador de K. Asi, a?(x) = z y o’(x) = 27!, de modo que se
contradiria el hecho de que el orden de « ha de dividir a 3.

En la notacién habitual de Qg, hay dos puntos fijos, 1 y —1, y dos 6rbitas {a,b,c} y
{a=1, b7t ¢~} formadas por elementos de orden 4.

Sean ahora dos homomorfismos ¢1,¢2 : K — Aut(H) que definen productos semidirectos y
sean oy := ¢1(k) y ag := ¢a(k), donde k es un generador de K. Tomamos 6rbitas de ¢1 y ¢2,
{a,b,c} y {z,y, z}, respectivamente, tales que aj(a) = by az(z) = y. Por la estructura de Qs,
ab es ¢ o ¢!, En el segundo caso, renombramos a, by ¢ por =%, b~ y ¢!, respectivamente.
Hacemos lo propio con la érbita {z,y, z}. Entonces, se verifica que ab = ¢ y que zy = z.
Entonces, existe un homomorfismo 6 verificando:

0:-H—H;a—z, b=y, c—z
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de modo que 6o a; = ag o . Asi, como ¢ y ¢2 son arbitrarios, la proposicion 4.9| implica
que todos los productos semidirectos de esta forma son isomorfos, por lo que tenemos que
considerar un Unico grupo en esta seccion.

Ggiél) = Zg l><¢ Qg
donde ¢(1 + 3Z) es el automorfismo de Qg que verifica que:

i—7g, j—k, kw—i.

8.4.4. |na(G) =3, ny(G) = 4]

Antes de estudiar este caso, necesitamos considerar una serie de resultados.

Proposicién 8.3. Dado un grupo G y un subgrupo suyo H C G, el grupo

coreq(H) = ﬂ g 'Hyg
geG

es un subgrupo normal contenido en H.

Demostracion. coreg(H) es un subgrupo por ser la interseccién de todos los subgrupos conjugados
de H. Ademsds, es un subgrupo normal porque para cada x € G,

z ecoreq(H)x = ﬂ z! (gilﬂg) x = m (gz) " H(gx) = ﬂ y L Hy = coreg(H)
9eG geG yed

O]

Teorema 8.4. Dado un grupo G y un subgrupo H C G, sea 2 := {Hz : © € G} el conjunto de
clases laterales por la derecha. Entonces G//coreq(H) es isomorfo a un subgrupo de Biy(f2). En
particular si [G : H| = n, entonces G/coreg(H) es isomorfo a un subgrupo de S,,.

Demostracion. Considérese la accién de G sobre Q dada por ¢ : G — Biy(f2), g — g, donde
g:Q—Q, Hrx— Hzg

Se comprueba trivialmente que g192 = g1G2 Vg1, g2 € G, luego 1 estd bien definido como accién.
El nicleo de la accién es

kerp ={g€G:g=1Idg} ={ge€G:Hrg=HxVr cG}={geG:agx ' € HVz € G} =
{9€G:gca'Hax Vo € G} = coreq(H)
Por lo tanto, por el primer teorema de isomorfia G /coreg(H) es isomorfo a Im 1, que es

un subgrupo de Biy(f2).
O

Vamos a introducir ahora un nuevo tipo de subgrupo cuya definicién es mas fuerte que la de
subgrupo normal.

Definicién 8.5. Dado un grupo G, un subgrupo suyo H C G se dice caracteristico si 0(H) = H
para cada 0 € Aut(G)
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Evidentemente, todo subgrupo caracteristico es normal, puesto que la conjugacién es un auto-
morfismo de G. Algunas otras propiedades de los grupos caracteristicos quedan expuestas en las
siguientes proposiciones.

Proposicion 8.6. Sea G un grupo y sea H C G un subgrupo finito de orden n de modo que no
existe ninguin otro subgrupo del mismo orden. Entonces, H es un subgrupo caracteristico.

Demostracion. Para cada 0 € Aut(G), O(H) es un subgrupo de orden n de G, luego es H. Asi, H
es un subgrupo caracteristico. O

Proposicién 8.7. Dado un grupo G y dos subgrupos suyos H C N tales que N <G y H es
caracteristico en N. Entonces, H es subgrupo normal de G.

Demostracién. Dado g € G, se tiene que g ' Ng = N, luego la conjugacién por ¢ es un automor-
fismo de N. Por tanto, como H es caracteristico en N, se verifica que ¢ 'Hg = H, luego H es
subgrupo normal de G. O

Queremos ver ahora que un grupo G de orden 24 tal que ninguno de sus grupos de Sylow es
normal, es isomorfo al grupo de permutationes Sy. Para ello, utilizamos el siguiente desarrollo, que
puede verse més detallado en [5].

Sea K un subgrupo de Sylow de orden 3, cuyo normalizador N := Ng(K), por el tercer teorema
de Sylow verifica que [G : N] = n3(G) = 4. Entonces, denotando por P := coreg(N), el
teorema implica que G/P es isomorfo a un subgrupo de S;.

Como P = ﬂgEG g !Ng C N, se tiene que K <K P (cabe destacar que K P es subgrupo de G por
ser P subgrupo normal, en virtud del corolario. Ademés, KP C G, luego ord(K P)|ord(G) = 24,
de modo que K es un 3-subgrupo de Sylow normal de K P. Entonces, por el teoremalb.13] es el inico
subgrupo de orden 3 de K P, luego por la proposicién [B.6] es caracteristico. De aqui se concluye
que K P no puede ser normal en (G, pues en tal caso, la proposicion implicaria que K < G, lo
que no es cierto.

No obstante, KNP = {1¢} puesto que, en caso contrario, P contendria a K y, por ser subgrupo
normal, harfa lo mismo con todos los 3-subgrupos de Sylow, siendo su orden mayor o igual que
9 > 6 = ord(NN), contradiciendo el hecho de que P C N. Asi, por la proposicién ord(KP) =
ord(K)ord(P) = 3ord(P), luego K P/P es un 3-subgrupo de Sylow de G/P que no es normal por
no serlo KP en G, en virtud de la proposicién Por tanto, n3(G/P) > 1. En particular, se
deduce que ord(G/P) es miltiplo de 3, luego ord(P) no es divisible por 3.

Como P es un subgrupo de N, el corolario [3.8 implica que

ord(G) _ 24 6

ord(P)lord(N) = G N 4

de modo que el orden de P solo puede ser 1 6 2. En el caso en el que ord(P) = 2, el corolario
implica que ord(G/P) = 12. Asi, segtin la proposicién ha de verificarse que na(G/P) =1 o
que n3(G/P) = 1. Como hemos visto que n3g(G/P) > 1, ha de ser que na(G/P) = 1, existiendo
un unico subgrupo normal de orden 4. Por el teorema [2.8| y la proposicién [2.9] existe un subgrupo
normal S de orden 8 tal que S/P <G/P. De esta manera, na(G) = 1, lo que contradice la hipdtesis
de esta seccién.

Por tanto, P = {1¢}, luego G = P es isomorfo a un subgrupo de Sy. Pero como ord(G) = 24 =
ord(8y), se cumple que G = 8.

Asi, el ultimo grupo de orden 24 que queda por considerar es:

Gy = 8
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8.5. Grupos de orden 30

Por el tercer teorema de Sylow todo grupo G de orden 30 verifica que n3(G) € {1,10}
y que n5(G) € {1,6}. En el caso en el que n3g(G) = 10, G contendria 20 elementos de orden 3,
mientras que si n5(G) = 6, habria 24 elementos de orden 5. Como ord(G) = 30 es imposible que se
den simultdneamente que n3(G) = 10 y que n5(G) = 6.

Entonces, bien n3(G) = 1 o bien n5(G) = 1, de modo que si escogemos subgrupos de Sylow H
y K de érdenes 3 y 5, al menos uno de ellos es normal. Entonces, por el corolario HK es un
subgrupo. Nuevamente, el corolario implica que HNK = {1}, de modo que, por la proposicién
ord(HK) = 15. Asi, todo grupo de orden 30 contiente un subgrupo N de orden 15, que es
ciclico por la proposicién Ademds, N es normal por el lema [7.10]

Por otro lado, el teorema de Cauchy implica la existencia de un subgrupo P de orden 2.
Asi, por el corolario PN N = {lg}, luego la proposicién implica que |PN| = 30, es decir,
PN = @G. Por tanto, estamos en las condiciones de la proposicién y G = P x4 N para algtin
homomorfismo ¢ : P — Aut(N).

Sean a € Py b € N generadores de los respectivos subgrupos. Denotando « := ¢(a), el hecho
de que N sea ciclico implica que a(b) = b™ para algin n € N. Como « es la imagen de a por ¢, su
orden ha de dividir a dos, es decir, que a?® = Id. De este modo,

b=a?(b) =a@®") =" =n2=1 méd 15 = a(b) = {b,b* b'1,p}
De este modo, tenemos 4 homomorfismos ¢1, ¢2, ¢3, ¢4 : P — Aut(N) distintos que verifican que

#1(a)(b) = b, po(a)(b) = b, ¢3(a)(b) = bt y ¢4(a)(h) = b'*; que generan cuatro grupos de orden 30

mediante productos semidirectos, los cuales se denotan por Gi30) = Zso, Gg?,o) = 73 X Ds, Gggo) ~

Zs x Ds, Gfo) & Dss, respectivamente. Por el corolario [4.11 Z(G(13O)) = Gggo), Z(Gg?’o)) & Zs,
Z(Gégo)) ~ 75y Z(Gfo)) = 1G(30). Por tanto, ningiin par de estos grupos son isomorfos.
4
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