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Resumen:

El objetivo de este trabajo es realizar una exposicion del concepto de médulo de Tate de una curva eliptica
y de las representaciones del grupo de Galois G(K|K). Esta discusién estara basada en [I]. Para ello, hemos
empezado definiendo el automorfismo de Frobenius, importante para computar los grupos de torsiéon de la
curva. Posteriormente, se ha introducido el concepto de médulo de Tate, que se ha utilizado para deducir
propiedades del anillo de endomorfismos de una curva eliptica, y se han expuesto las representaciones del
grupo de Galois sobre dicho médulo. Por iltimo, se ha demostrado el teorema de Hasse que estima el nimero
de puntos racionales sobre una curva eliptica definida sobre un cuerpo finito, para lo cual ha sido necesario
introducir el concepto de diferencial invariante de una curva eliptica. Por ultimo, se ha utilizado el médulo de
Tate para ver cémo calcular el nimero de puntos en Fy» de una curva eliptica a partir del niimero de puntos
de esta sobre FFy.

1. Morfismo de Frobenius

Sea C una curva definida sobre un cuerpo perfecto K. Supongamos que char(K) =p > 0y sea g = p"
para algin r € N. Dado un polinomio f € K[X], definimos el polinomio f(? € K[X] como el polinomio que
se obtiene al elevar todos los coeficientes de f a la ¢-ésima potencia. También definimos la curva C(@ como
aquella dada por el ideal I(C@) generado por {f(9) : f € I(C)}. Asf, tenemos un morfismo natural, denotado
por morfismo de Frébenius asociado a la potencia q y que se define como:

¢:C—=CD: [zg:-ray] e (2 2d]

Proposicion 1.1. Sea C una curva definida sobre K y sea ¢ el morfismo de Frobenius asociado a la g-ésima
potencia. Entonces:

¢"(K(CW) = K(C)*

Demostracion. Se sigue de que, como K es perfecto, dado f,g € K[Xy,...,X,], podemos escribir

5 (f) _foo _ f(XE...X3) _ (f(Xo,...,Xn)>q

9) go¢ g(Xg,....X) 9(Xo, ..., Xy)

donde f y g son los polinomios que se obtienen sustituyendo los coeficientes a de f y g por el elemento 8 € K
tal que a = 9. O

Corolario 1.1. ¢ es puramente inseparable.

Lema 1.1. Sea C una curva no singular y sea t € K(C) tal que ordp(t) = 1 para algin punto P € C.
Entonces K(C)|K(t) es una extension finita y separable.

Demostracion. La finitud es clara por igualdad en grados de trascendencia. Sea z € K(C). Veamos que x es
separable sobre K (t). En cualquier caso, x es algebraico sobre K (t), luego satisface una relacién polinomial
o(t,5) = E” a;;t'z? = 0, donde ¢ se escoge para que tenga grado minimo en z. Siendo p = char(K), si = no
fuese separable, entonces j = 0 (mdd p) para todo término no nulo. Entonces, como estamos suponiendo que
K es perfecto, podemos escribir

p
p—1 p—1
T, X) = (T, XP) = | Y bigT' X7 | TF=>" ou(T, X)PT*
k=0 \ 4,5 k=0



Como ordp(t) = 1, tenemos que si ¢ (t,x) # 0, entonces
ordp(¢r(t, z)Pt*) = p - ordp(ow(t, z)) + kordp(t) = k (mddp)

Como ¢(t,z) = 0y, dado que si los sumandos fuesen no nulos tendrfan distinto orden en p, la inica posibilidad
es que ¢;(t,x) =0Vi=1,...,p— 1. Pero algin ¢ (z,t) debe incluir a z, lo que contradice la eleccién de
grado minimo de x. Esta contradicciéon prueba que z es separable. O

Proposicion 1.2. El grado del automorfismo de Frobenius asociado a la potencia g-ésima es q.

Demostracion. Seat € K(C) tal que ordp(t) = 1. Como K (C)|K (t) es separable por el 1emay K(CO)|K(C)@
es puramente inseparable por el corolario mirando grados de transcendencia separable e inseparables se
ve que K(C) = K(C)@(t). Por tanto,

deg(¢) = [K(C)(t) : K(C)T] = ¢

Y esto se ve porque t¢ € K(C)? y, ademas, t%/? ¢ K(C)9 ya que en tal caso, existirfa f € K(C) tal que
t9/? = £, de modo que se tendria que ord p(f) = 11;, lo cual no es posible porque ha de ser un entero. O

2. Mobdulo de Tate

Definicién 2.1. Dada una curva eliptica F, sus m-puntos de torsién son aquellos cuyo orden divide a m (con
la operacién de grupo asociada a la curva). Es decir, son aquellos puntos tales que

[m]P =0
Claramente, estos puntos forman un subgrupo que se denota por E[m].
Proposicidn 2.1. Sea E una curva eliptica y m € Z \ {0}.
1. Sim # 0 en K, es decir, si char(K) =0 o si p = char(K) fm, entonces

Z Z
Elm] = 7 X
2. Si p = char(K) > 0, entonces se cumple una de las siguientes afirmaciones:
v Epf] = {0} Ve e NU {0}
= E[p] = ;5 Ve € NU{0}
Demostracién. Como el grado de [m] es m?, entonces si p fm?, [m] tiene que ser separable, de modo que

#E[m] = # ker[m] = m?

Como esto vale también para todo d|m, hay exdctamente d? elementos de E[m], cuyo orden divide a d. Por
el teorema de clasificacion de grupos abelianos finitos, la inica posibilidad es que

Z Z
P X P
mZ — mZ

E[m] =

Para la segunda parte, sea ¢ el automorfismo de Frobenius asociado a la p-ésima potencia. Entonces, como
degop =1

-~

#E[p] = deg, [p°] = (deg,($09)) = (deg, 6)°
Como deg QAS = deg ¢ = p, su grado de separabilidad puede ser 1 6 p. En el primer caso:
#E[p°] =1Ve e NU{0} = #E[p°] = {O} Ve e NU {0}
En cambio, en el segundo caso:

7
peZ

#E[p°] =p° Ve e NU{0} = #E[p°] = Ve € NU {0}



Definicion 2.2. Dada una curva eliptica £ y un nimero primo [ € Z, se define el I-ddico mddulo de Tate de
FE como el grupo

T(E) = lim BI"]

n

donde el limite inverso se toma utilizando las aplicaciones naturales de multiplicar por :
[[]: EQ"™ — E[I"]: P[P

La importancia del médulo de Tate reside en el hecho de que toda isogenia entre dos curvas elipticas puede
expresarse como un homomorfismo entre sus modulos de Tate, siendo esta relacién funtorial. Para ver esto,
necesitamos considerar primero unos lemas.

Lema 2.1. Un subgrupo aditivo I' C R"™ discreto es finitamente generado.

Demostracion. Sea V el subespacio vectorial de R™ generado por los elementos de I" y tomamos una base
Uy, ..., U, de V contenida en I'. Entonces, tenemos

'y =%u,+---+Zu,, CT

Afirmamos que el indice (T : Ty) es finito. En efecto, de cada elemento del cociente, podemos tomar un
representante dentro de la celda fundamental

Qg = {z1u1 4+ + Tyt x; €[0,1) Vi=1,...,m}

Estos representantes constituyen un conjunto discreto contenido en un conjunto precompacto, por lo que
tienen que ser un conjunto finito.
Si denotamos ¢ := (I' : T'y), entonces ¢I" C Ty, es decir,

1 1 1
FCFOZ<U1>+~-+Z<um)
q q q

Por tanto, I' es un subgrupo de un grupo abeliano libre finitamente generado. Como Z es dominio de
ideales principales, I' admite una base como Z-mdédulo formada por m o menos elementos. O

Lema 2.2. Sea M C Hom(E7, F3) un subgrupo finitamente generado. Definimos
M = {p € Hom(F), E,) : [m] o ¢ € M para algin m € N}
Entonces, M %" es finitamente generado.

Demostracion. En Hom(E1, Es) tenemos definida una forma cuadratica
deg : Hom(Eq, Ey) — Z: ¢ — deg(o)

Si M C Hom(E1, E3) es un subgrupo finitamente generado, la restriccién del grado a M da una nueva forma
cuadratica en M. Como M es finitamente generado y no tiene elementos de torsién, el teorema de estructura
de Z médulos finitamente generados dice que M es un Z-mddulo libre. De esta forma, los elementos de una
base de M forman una base de M ® R como R-espacio vectorial y podemos extender la forma cuadratica al
producto tensorial.

Como Hom(E, E2) es un Z-médulo libre de torsién, tenemos una inclusién natural

M C MR : s ((m]ow) @ —

m

donde m es el minimo entero tal que [m] o1 € M, es decir, el orden de 9 en el cociente M %% /M. Ademés,
dada ¢ € M%" y sea m € N tal que [m] o ¢ € M, entonces

1
deg ¢ = 2 deg([m] o ¢) € Z
El grado es una forma bilineal en M ® R, luego es continua, por lo que el conjunto
U={pecMaR:dego < 1}

es un entorno abierto del 0 tal que M4V NU = {0}. De este modo, M%" es un subgrupo discreto de R", luego
es finitamente generado por el lema [2.1
O



Teorema 2.1. Sean E; y FEs curvas elipticas y sea [ # char(K) un nimero primo. Entonces existe una
aplicacion natural inyectiva
HOHI(El, Eg) 3 Zl — Hom (T‘l(E1>, ﬂ(EQ))

Demostracion. Si tenemos una isogenia ¢ : E1 — Fs, la podemos considerar como un homomorfismo de
b
grupos, de manera que podemos restringirla a los puntos de torsién

¢ : E1 [ln] — E2 [ln]

Ademaés, precisamente por ser homomorfismos de grupos, conmutan bien con las aplicaciones que definen el
limite inverso, luego podemos considerar sus aplicaciones asociadas

¢1 2 Ti(Er) — Ti(E2)
Ademds, hemos dicho que T;(F5) es un Z;-médulo, de modo que podemos definir la aplicacién bilineal
Hom(Ey, Es) x Z; — Hom (T;(E1), T)(E2)) : (¢,a) — a- ¢
Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos el homomorfismo
VU : Hom(Ey, E2) ® Z; — Hom (Ti(E1), Ti(E2)) : ¢ ®@a > a- ¢

Veamos que VU es inyectiva. Sea entonces ¢ € ker ¥ C Hom(E1, F3) ® Z;. Entonces, por las propiedades
del producto tensorial, existe un submddulo finitamente generado M C Hom(FE1, Es) tal que ¢ € M ® Z;.
Segtin el lema anterior M %" es finitamente generado y no tiene elementos de torsién, luego por el teorema de
estructura de grupos abelianos finitamente generados, M %" es un grupo abeliano libre. Sea entonces

{Y1,...,¢:} C Hom(FE1, E»)
una base de M9 por lo que existen ciertos (y tinicos) aq, ..., a4 € Z tales que
¢ =a1r+ -+
Fijemos ahora un n € N y elijamos ay,...,a; € Z tales que
a; = a; (méd ™)
Si ¥(¢) = 0, tenemos que la isogenia
Y =la1] oty + - + [as] oYy € Hom(E1, Es)
se anula en Eq[I"]. Asi, ker[i"] C ker[¢)], luego existe un a isogenia A : E; — Fs que verifica que
Y=Ao[I"]=[I"] oA

donde hemos usado que A también es homomorfismo de grupos por ser una isogenia. Entonces A € MV,
luego puede escribirse como
A= [bi] oty + -+ [be] oty

Como {11, ...,%:} es una base de M¥¥ como Z-médulo, estas expresiones son tnicas, luego a; = I"b; Vi =
1,...,t. Entonces, a; = 0 (mod [™). Como esto vale para todo n € N, se tiene que o; =0Vi=1,...,ty, por
tanto, ¢ = 0. Entonces, U es inyectiva. O

Corolario 2.1. Sean E; y FE5 curvas elipticas. Entonces Hom(FE1, Es) es un Z-mddulo libre de rango menor
o igual que 4.

Demostracion. Como Hom(E, Es) es un médulo sin elementos de torsién, y finitamente generado porque ¥
es inyectiva, el teorema de estructura de médulos finitamente generados sobre dominios de ideales principales
afirma que es un grupo libre. Por tanto, el producto tensorial con Z; también es libre como Z;-médulo y se
verifica que:

rankzHom(E1, Fy) = rankz, Hom(E1, E2) ® Z

Por el teorema tenemos que Hom(E1q, Fy) ® Z; es isomorfo a un submédulo de
Hom (T;(E1), T;(Es)) = Ms (Z;). Por tanto,

rankyz, Hom(E1, E2) ® Z; < ranky, Hom (T;(E1),T1(E2)) = rankg, Mo (Z;) = 4



3. Grupo de endomorfismos de una curva eliptica

Los resultados obtenidos a partir del médulo de Tate, nos permiten caracterizar el grupo de endomorfismos
de una curva eliptica End(FE). Hasta ahora, conocemos una serie de caracteristicas de este que nos van a
permitir caracterizarlo:

= End(E) es un anillo de caracteristica cero, sin divisores de cero y con rango menor o igual que 4 como
Z-mbdulo.

= End(E) tiene una antiinvolucién ¢ — ¢ que verifica las siguientes propiedades:

~ —_— 2

Vop=0od, S+U=06+v, 6=¢
= Para todo ¢ € End(E), ¢¢ =degd >0y ¢p =0 ¢ = 0.
Veremos que estas propiedades permiten caracterizar el anillo de endomorfismos End(E).

Definicion 3.1. Sea K una Q-élgebra (no necesariamente conmutativa) finitamente generada. Un orden R de
K es un subanillo finitamente generado como Z-mdédulo que verifica que R @ Q = K.

Definicion 3.2. Un dlgebra de cuaterniones es un algebra de la forma
K =Q+Qa+QB+Qap
donde la operacién multiplicativa verifica que
a?,82eQ, o?<0, f2<0, fa=—ap
Teorema 3.1. Sea R un anillo de caracteristica 0 sin divisores de cero que verifica las siguientes propiedades:
1. R tiene rango menor o igual que 4 como Z-mddulo.

2. R tiene una anti-involucién « — & tal que

—

a+5=a+3, aﬁzﬁ& Gd=a, An=nYneZcCR

3. Para todo o € R, el producto acx es un entero no negativo y a& = 0 si y sélo si a = 0.
Entonces R verifica una de las siguientes afirmaciones:

= R=Z.

= R es un orden de una extensién cuadréitica imaginaria de Q.

= R es un orden de un édlgebra de cuaterniones sobre Q.

Demostracion. Sea K = R ® Q. Como R es finitamente generado como Z-mddulo, basta ver que K es bien
Q, bien un cuerpo cuadratico imaginario o bien un dlgebra de cuaterniones. Extendemos la involucién a K de

la forma natural:

R2Q-RRQ: ¢Rq¢— g
Ahora, definimos la norma y la traza en K:
N:K—=Q: a—at, T:-K—>Q:a—a+a
Estas aplicaciones verifican las siguientes propiedades
m Ta=1+Na—N(a—1)Va e K.
s T es Q-lineal.
ma€Q=Ta=2a

» Ta=0=0=(a—a)(a—a)=a?— (Ta)a+ Na=a?+ Na = a?> = —Na Por tanto, o # 0 A Ta =
0=a?eQ,na?<0.



Si £ = Q, no hay nada que probar. En caso contrario, Ja € K \ Q. Reepmplazando « por a — %Ta,
podemos suponer que T'a = 0. De este modo, a? € Q y a? < 0, luego Q(a) es una extensién cuadratica
imaginaria de Q. Nuevamente, si K = Q(«), ya hemos acabado.

En caso contrario, 38 € K\ Q(«). Reemplazamos 3 por

1 T'(aB)
— =T — =0
b=gth==m
Facilmente se ve que
T8 =T(aB)=0
En particular, 82 € Q y 82 < 0. Adem4s, como las trazas son nulas, @ = —@, 3 = —B\ yaf= —0/43. Entonces,

o~ ~

aff = —af = —pa = —Paua

Por tanto, se tiene que

Qla, 8] = Q+ Qa + QB + Qap

Falta dnicamente ver que Q[a,b] = K. Para ver esto, como dimg K = 4, dnicamente hace falta ver que 1
,a, B v af son linealmente independientes sobre Q. Sea una combinacién lineal

w+zat+yB+zaf=0, w,z,y,z€Q

Tomando trazas, llegamos a que w = 0. Multiplicando por « por la izquierda y por £ por la derecha, llegamos
a
(za®)B + (yB%)a + 20”B% = 0

Como 1, @ y 8 son linealmente independientes porque a ¢ Q y 8 ¢ Q(«), entonces
za? =yB? = 2022 =0

y como a?, 32 € Q*, entonces x =y = z = 0.

4. Representaciones de Galois

Si E es una curva eliptica definida sobre K, la ley de grupo viene dada por funciones racionales definidas
sobre K, de modo que conmuta con los automorfismos del grupo de Galois G(K|K), en el sentido de que

(P, + P)° =P + Py VP,,P, € E, Vo € G(K|K) (1)

En particular, o
[m] (P?) = ([m]P)° =07 = O Vo € G(K|K)

Entonces, obtenemos una representaciéon del grupo de Galois
G(K|K) — Aut ([E[m])

Ademsds, segin la ecuacién 4] la accién de Galois conmuta con los homomorfismos del limite directo que define
el médulo de Tate, por lo que tenemos otra representacién

pr: G(K|K) — Aut (T)(E))

que se denomina [-ddica representacion de G(K|K) asociada a E.

5. La diferencial invariante
Definicion 5.1. Dada una curva eliptica E definida sobre K por la ecuacién de Weierstrass
E: F(z,y) :y2 +a1xy+a3y:x3 + as2® + asx + ag =0

se define su deferencial invariante como

dx

wi=——/¥—¢€0
2y + a1z +as B



Lema 5.1. Sea F una curva eliptica. Su diferencial invariante w no tiene ceros ni polos.

Demostracion. Sea P = (xg,y0) € E \ {0} y supongamos que E se describe por la ecuacién de Weierstrass
E:F(z,y) =v* + a1xy + azy — 2° — ax2® — ayx — ag = 0

de modo que la diferencial invariante se escribe

dx —x0)  d(y — o)

Fy(z,y)  Fu(z,y)

F no puede tener un polo, puesto que, en tal caso, F,,(P) = Fy(P) =0y FE serfa singular en P.

Como [K(FE) : K(x)] = 2, entonces ordp(z—x¢) < 2 ddndose la igualdad si y sélo si el polinomio cuadrético
F(z0,y) tiene una rafz doble. En resumen, bien ordp(z — x¢) = 1 o bien ordp(z — x¢) = 2 y F,(z0,y0) = 0.
En ambos casos,

ordp(w) = ordp(x — z9) — ordp(F,) — 1 = (ﬂ

En cuanto al punto O, sea t un uniformizador en O. Entonces, x = t~2f e y = t 3¢, para ciertas funciones
fyg € K(E) tales que ordp(f) = ordp(g) = 0. Entonces

dr =2f +tf’
Fy(z,y) 29+ aitf + ast3

dt

Si char(K) # 2, entonces se ve que ordp(w) = 0, mientras que si char(K) = 2, entonces este hecho se veria a
partir de que

dy —3g +tg’
Fo(z,y)  3f 4 2aft* + as — antg

w=-
O

Proposicion 5.1. Sea E una curva eliptica definida sobre K y w su diferencial invariante. Sea Q € E y
79:E—E: P~ P+ Q. Entonces,
TOW = W

Demostracion. Como Qg es un K (E)-espacio vectorial de dimensién 1, existe ag € K (E) tal que THW = aQW.
Entonces,
div(aq) = div(rHw) — div(w) = 75div(w) — div(w) = 0

Por tanto, ag € K por no tener ceros ni polos. Si consideramos la aplicacién
f:E—=P: Qw [ag, 1]
Esta funcién es racional porque ag puede expresarse como una funcién racional de z(Q) e y(Q), ya que se
escribe como
dz(P + Q) dx(P)
=a
2y(P+Q) +aw(P+Q)+as  “2y(P) +ax(P) +as

luego f es una funcién racional. Como [1 : 0] ¢ Im(f), se tiene que f es constante. Por tanto,

ag=ao=1VQ e E=1w=wVQ L
O

Teorema 5.1. Sean E y E’ dos curvas elipticas, sea w la diferencial invariante de F y sea ¢,¢ : E' — FE
isogenias. Entonces,

(0 +¢)'w=9¢'wti'w
Demostracion. Si ¢ = [0] o ¢ = [0], la igualdad es clara. Si ¢ + ¢ = [0]. entonces
Pt =(=¢)" = ¢ o [-1]"

1El caso char(K) = 2 merece un comentario especial. En ese caso, Fy, seria idénticamente cero, por lo que F(xq,y) tendria
orden infinito, de modo que w no seria regular en P, lo que ya se ha dicho que no es posible.




de modo que tnicamente hace falta comprobar que [—1]*w = —w. Esto es evidente a partir de la férmula de
negacion

[—1]($,y) = (LL', —Y—-—unxr— (13) =

1w = [1] - - .
2y + a1z + as 2(—y — a1z —as) + a1x + as 2y + a1z + a3

En adelante, supongamos que ni ¢, ni ¢ ni ¢+ son nulas. Dadas las coordenadas de Weierstrass (1, y1)
y (22,92), la suma
(z3,93) = (z1,91) + (T2, y2)

viene dada por la ley de grupo. Como los pares (z1,y1) y (z2,y2) satisfacen la ecuacién de Weierstrass de E,
se tiene que
(2y; + arz; + az)dy; = (3z7 + 2a0x; + ag — ayy;)dr; Vi = 1,2

de modo que, por las reglas de diferenciacion w(x3,ys3) se escribe como
(A)(LEg, y3) = f(‘rla Y1, T2, yz)W(SCh yl) + g(xlv Y1, T2, yg)(.d(l’g, y?)

Queremos ver que tanto f como g son idénticamente 1. Para ello, fijamos los valores de zo = z(Q) y
y2 = y(Q). Entonces dzy = dz(Q) = 0, luego w(x2,y2) = 0. Por la proposicién

w(zs,y3) = Tow(z1,91) = w(@1,91)

Asi, f(x1,y1,2(Q),y(Q)) = 1, para todo z1,y; € K. Como esto vale para todo z(Q) e y(Q), tenemos que
f = 1. Anélogamente, g = 1. Recapitulando, si (x3,y3) = (x1,y1) + (z2,y2) (con la operacién de grupo de la
curva), entonces tenemos (sumando como diferenciales)

w(zsz,y3) = w(z1,y1) +w(z2, y2)
Entonces, tenemos que
(o (¢+v)) (z,y) = (wog)(z,y) + (woi)(z,y)
Como esto vale para todos los valores de x e y, escribimos
(¢ +¥)'w=0¢"w+¢'w
O

Corolario 5.1. Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo finito F, de caracteristica p y sea ¢ su
automorfismo de Frobenius. Entonces 1 — ¢ es separable.

Demostracion. Tenemos que
1-¢)fw=w—-9Pw=w

de modo que (1 — ¢)* no es nula y, por tanto, 1 — ¢ es separable. O

6. Teorema de Hasse

Lema 6.1. Sea A un grupo abeliano y sea d : A — Z una forma cuadratica definida positiva. Entonces,

|d(¢ — &) — d(¢) — d(¥)] < 2v/d($)d(¢)

Demostracion. Sea
L, ¢) = d(¢ — ¢) — d(¥) — d(o)
la forma bilineal asociada. Como d es definida positiva, se tiene que
d(map +ne) = m?d(y) + mnL(y, ) +n’dp > 0 ¥Ym,n € Z
Tomando
tenemos que
d(y) (4d(9)d(v) — L(1,¢)*) = 0

Entonces, como d es definida positiva, si 1) # 0, entonces d(¢) # 0 y ha de cumplirse la desigualdad buscada.
El caso en el que ¥ = 0 es trivial. O



Teorema 6.1. (Hasse) Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo finito F,. Entonces,
|E(Fy) —qg—1] <2yq
Demostracion. Consideramos una ecuacién de Weierstrass para £ con coeficientes en F, y sea
¢:E—E, (x,y) — (z9,y9)
el morfismo de Frobenius asociado a la potencia q. Entonces, dado P € E(F,), se tiene que
PeE[,) & ¢(P)=P

Esto equivale a decir que
B(F,) = ker(1 - ¢)

Como, por el corolario (1 — ¢) es separable:
#E(Fg) = #ker(1 — ¢) = deg(1 — )

Y como el grado es una forma cuadratica, la desigualdad se sigue del lema [6.1] teniendo en cuenta que
degop = gq. O

El médulo de Tate nos proporciona un método para computar #E(Fgn) a partir de #E(F,). Esto puede
verse a partir de la igualdad deg ¢ = det(¢;) (ver apéndice). A partir de esta igualdad, un cdlculo directo da
la igualdad

tr(¢) =1+ deg(¢) — deg(1 — ¢)

En particular, para el homomorfismo de Frobenius, tenemos que su traza es
a=1+4q—#E(F,)

Entonces, su imagen ¢; € End(T;(E)) es raiz de su polinomio caracteristico:

¢7 —adi+q= (¢ —a)(g—B) =0

donde a y 3 son las raices de este polinomio en Q;. Ademés como la inclusion ¥ : End(E)®7Z; — End(T;(E)),
el morfismo de Frobenius ¢ también verifica esta ecuacién.

De manera analoga a como lo hemos visto con 1—¢, podemos demostrar que 1 —¢" es separable. Entonces,
si expresamos ¢; en su forma de Jordan (en el cuerpo Q,), tenemos que

1—a™ x

#E[Fgn) = #ker(1 — ¢") = deg(1 — ¢") = det(1 — ¢f') = ‘ 0 1_p|=loa At

Esta operacién se basa en la aritmética del cuerpo de descomposicién del polinomio T2 — aT + g sobre Q.
Como este cuerpo de descomposicion es unico salvo isomofia, puede suponerse contenido en C a efectos de
calcular el determinante.

7. Apéndice: El emparejamiento de Weil

El objetivo de este apéndice es probar que, dada una isogenia ¢ € End(E), entonces deg¢ = det ¢y.
Para ello, necesitamos una forma bilineal que cumpla ciertas propiedades. Su construcciéon se conoce como
emparejamiento de Weil.

Definicién 7.1. Dado un punto T" € E[m] como la ley de grupo de la curva coincide con la de Pic?(E),
entonces, existe f € K(F) tal que
div(f) = m(T) - m(O)

Anslogamente, tomando un 7" € E tal que [m]T’ = T, existe g € K(E) tal que

div(g) = [m]"(T) = [m]"(0) = > (I"+R)—(R)

ReE[m)]
Entonces, salvo multiplicacién més constantes, tenemos que

mdiv(g) = [m]*div(f) = div([m]* ) = div(f o [m]) = g™ = f o [m]



Sea entonces otro S € E[m], entonces para todo X € FE, se tiene que
g(X +8)" = f(Im]X + [m]S) = f([m]X) = g(X)™
Entonces, el morfismo
g(X +59)
9(X)

no es suprayectivo porque toma tinicamente valores en las raices m-ésimas de la unidad. Por tanto, es constante.
Asi, definimos el emparejamiento de Weil como

E—=P: X

em : E[m] X E[m] > fim ¢ (S,T) > em(S,T) = g(;((;)s)

Proposicion 7.1. El emparejamiento de Weil es bilinear.

em(Sl + SQaT) = e?n(SlaT)EnL(SQaT)
em (S, Th + T2) = em(S, T1)em(S, Tz)

Demostracion. La linealidad en la primera variable viene de

_9X 481 +8) _ g(X+5+5) g(X+81) _ .
76 ¢ R ) R0 Y B

Para ver la linealidad de la segunda. variable, sean f1, f2, f3, 91, 92, g3 las funciones racionales asociadas a 11,
Ty y T3 =T1 + 1. Ademads, 3h € K(F) tal que

div(h) = (Th + Tz) — (T1) — (Tz) — (O)

Entonces,
mv<gz>:nmwm):aceK*;ﬁ:cﬁﬁmn:adeA*4B=c@wﬂhqmp
Por tanto,
eM&ﬂ+BF;MX+$:mw+$w@+$ﬂmw+wwLwM&ﬂMM$m

g3(X) 91(X)g2(X)h([m]X)

Proposicion 7.2. El emparejamiento de Weil es alternado, es decir, e,,(S,T) = e (T,S)~ L.

Demostracion. Por la bilinealidad, se tiene que
em(S+T,S+T)=en(S,S)en(S, T)en(T,S)em(T,T) VS, T € E[m)]

Entonces, basta ver que e,,(T,T) = 1 VT € E[m]. Para ello, consideramos

m—1 m—1 m—1 m—1
=0 =0 =0 =0

donde 7" € E es tal que [m|T" = T y donde la tdltima implicacién se debe a que su m-ésima potencia es la
constante anterior. Por tanto, como el 1iltimo producto toma el mismo valor en X y en X + T, entonces

g(X+T)

9(X) = g(X +[m]T') = g(X +T) = e (T, T) = oy

=1

Proposicion 7.3. El emparejamiento de Weil es no degenerado:
en(S, T)=1VYS € Elm|=T=0

Demostracion. Sien(S,T)=1VS € E[m], entonces g(X +S5) = g(X) VS € E[M]. Entonces, existe h € K(E)
tal que g = h o [m]. Asi,

(ho[m])™ = g™ = fo[m] = f = [A]"™ = mdiv(h) = div(f) = m(T)—m(0) = div(h) = (T)—(0) = (T') = (0)
O
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Proposicion 7.4. El emparejamiento de Weil verifica que

emm (S, T) = en([m']S,T) VS € Elmm’], VT € E[m]

Demostracion. Tomando f y g como en la definicién de emparejamiento de Weil, tenemos que

’

div(f™) = mm/(T) —mm/(0), (go[m])™™" = (f o [mm/])™

’

Entonces, directamente de la definicién

_go[m](X+5) _ g((m]X +[m']S)

mm/’ Sy = = = €Em ! Sa
e (5, 1) = = (%) sy oS
O
Proposicidn 7.5. Si ¢ : F1 — FE5 es una isogenia para todo S € Ei[m] y T € E3[m], entonces
em (S, (ZB(T)) =em(9(9),T)
Demostracion. Por propiedades de las isogenias duales, existe h € K(E) tal que
¢*((T)) = ¢*((0)) = (¢T) — (O) + div(h)
Entonces, se tiene que
(m(€ﬁ>w@ﬁ)nmmmm@nmw)
( goo ): Jofmlod _ (fo<b) "
noml) T (ofmhm  \ B
Entonces, de la definicién se llega a
) (god)/(hom])(X+S)  g(¢X+¢S)  h([m]X)
m(S,oT) = = =en (S, T
eSO = o) o) (X)) ~ g@X)  h(mlX +[mjg) ~ 5T
O

Definicién 7.2. El emparejamiento de Weil e : T)(E) x T}(E) — T;(u) se define como el limite inverso de los
emparejamientos e;». Esto puede definirse puesto que, de la proposicion [7.4] se deduce que

et (S, T) = e ([1)S, [I]T)
Corolario 7.1. Existe una forma bilineal, alternada y no degenerada

e: Ti(E) x Ty(E) — Ti(n)
Ademss, si ¢ : By — By es una isogenia, entonces (¢S, T) = e(S, ¢T)

Proposicidn 7.6. Sea ¢ € End(E) y sea ¢, : T)(E) — T;(E) su homomorfismo inducido en el médulo de Tate.
Entonces,

det(¢r) = deg(¢)

Demostracion. Sea {v1,v2} una base de T;(F) como Z; médulo. Escribimos ¢;(v1) = avy + cva y ¢i(va) =
bvy + dvy. Entonces, a partir de las propiedades del emparejamiento de Weil:

e(v1,v2)%%? = e([deg dlvr, v2) = e(didrv1,v2) = t(Prv1, drva) = e(vy,v2)*
Como e es no degenerada, entonces deg ¢ = det ¢;.
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