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1. Introduccion

Este trabajo pretende dar una exposicion de la teoria basica de las topologias débiles y de algunas aplicaciones
de estas en andlisis funcional y otras areas de las matematicas.

Este trabajo ha sido completamente bibliografico. Para el desarrollo de las definiciones basicas de las topo-
logias débil y débil-estrella, se han utilizado las referencias [I] y [2], siendo la primera la principal referencia
para cubrir los preliminares necesarios de analisis funcional. Asf, en la seccién [4]se establecen los preliminares
necesarios sobre espacios vectoriales topoldgicos y, en particular, sobre espacios localmente convexos y en
la seccién se demuestran los teoremas de Hahn-Banach, sobre extensién de funcionales y separacién de
conjuntos convexos en espacios vectoriales topolégicos.

En la seccién [5| se definen las topologias débiles y se comentan algunas propiedades bésicas, siendo [2] la
referencia utilizada para ello. Ya en la seccién se demuestra el teorema de Alaolgu sobre la compacidad
de la bola unidad con la topologia débil-estrella, para lo cual se ha leido en el estudio de la reflexividad de
espacios de Banach. Nuevamente, en esta seccién se han seguido [I] y [2]. Posteriormente, se han comentado
en [6.2] algunas equivalencias interesantes entre la separabilidad de un espacio de Banach y la metrizabilidad
de las bolas unidad con las topologias débiles, resultados importantes para caracterizar los subconjuntos
compactos de la topologia débil y en otras areas de las matematicas, como el Principio de Seleccién de Helly.
En se comenta la compactificaciéon de Stone-Cech y se utiliza para utilizar un resultado muy importante
en andlisis funcional y teoria de la medida: el teorema de representacion de Riesz-Kakutani.

Ya en la seccién [7] se estudian las propiedades de los conjuntos convexos y de sus puntos extremos, as{ como
su relacion con las topologias débiles. Los teoremas de Krein-Milman y Krein-Smulian son los principales
resultados obtenidos. En esta seccidn, la referencia principal ha sido [2], aunque se ha utilizado también [6]
para algunos ejemplos.

Por ltimo, la seccién [§|estd dedicada a la caracterizacion de los conjuntos compactos con la topologfa débil.
En [8] se caracterizan estos conjuntos segin la compacidad por sucesiones. Para ello, se prueba el teorema
de Eberlein-Smulian, utilizando [10]. Finalmente, en , se demuestra el teorema de James que caracteriza los
conjuntos compactos débiles como aquellos en los que todo funcional del dual alcanza su supremo. Para el
caso de un espacio de Banach separable, se ha utilizado [4], mientras que para el caso general se ha seguido

B y [

2. Motivacion

La introduccién de las topologias débiles en un espacio normado busca relajar la nocién de convergencia
que, en un principio, requeria que fuese en la topologia de la norma. Dicha convergencia en norma puede ser
un requerimiento demasiado fuerte en algunas ocasiones. Por ejemplo, en espacios de funciones habituales
la convergencia en norma es equivalente a la convergencia uniforme, que es una condicién mas fuerte que la
convergencia puntual. Asi, para estudiar esta tltima no deberiamos trabajar con la topologia de la norma.

En un espacio normado, la introduccién de la topologia débil busca estudiar la convergencia tras aplicar,
sobre la sucesién original cualquier elemento del espacio dual. Andlogamente, en un espacio dual X*, la
topologia débil estrella estudia la convergencia tras actuar, los funcionales de la sucesién, sobre cualquier
elemento del espacio X. Esta nociéon de convergencia es mas débil pero, a cambio, eliminamos conjuntos
abiertos de la topologia, lo que permite obtener propiedades de compacidad de las que se deducen resultados
muy interesantes.

Sin embargo, el hecho de eliminar abiertos de un espacio topoldgico puede hacer que se puedan perder
ciertas propiedades de separacién y numerabilidad. La propiedad de ser Hausdorff se conserva en este caso.
No obstante, si que se pierde el hecho de que el espacio verifique el I Axioma de Numerabilidad, lo que hace
que el hecho de que un punto sea de acumulacién de un cierto conjunto no implique que exista una sucesiéon
en dicho conjunto convergente al punto.

El estudio de estos espacios topoldgicos permite deducir numerosas propiedades acerca de la convergencia
puntual que no se tenfan en la convergencia en norma. Asi, el estudio de las topologias débiles permite
deducir resultados como el Principio de Seleccion de Helly. Por otro lado, estos espacios topolégicos también
permiten definir la compactificacion de Stone-Cech que se utiliza para dar una demostracién del teorema
de representacién de Riesz-Kakutani, que establece que todo funcional del dual de un espacio de funciones
continuas sobre un espacio totalmente regular es la integracion sobre alguna medida definida en la o-dlgebra
de Baire.



No obstante, mas alla del estudio de estos espacios y de sus aplicaciones concretas, las técnicas utilizadas
para la construccion de las topologias débiles podrian ser ttiles en muchas situaciones de casi todas las areas
de las matematicas.

3. Preliminares

Para este trabajo, se ha asumido toda la teoria de topologia elemental. Al cubrir temas avanzados, resulta
imposible cubrir estos aspectos basicos en un espacio tan reducido. No obstante, si que merece la pena
comentar algunos conceptos y resultados que bien son algo avanzados o bien no son tan estdndar en la
literatura.

El primer concepto que mencionaré es el de subbase de una topologia. Dado un espacio topolégico (X, T),
una subbase de T se define como un subconjunto B C 7 C P(X) tal que T es la minima topologia que
contiene a B. De este modo, el conjunto de intersecciones finitas de elementos de B forma una base de la
topologia.

El hecho de trabajar con espacios topoldgicos que no verifican el I Axioma de Numerabilidad hace necesaria
la generalizacién del concepto de sucesién al concepto de red. Dado un conjunto dirigido Z, es decir, un
conjunto parcialmente ordenado tal que para cualesquiera x,y € Z, existe z € Z tal que z < z ey < z,
una red es una aplicacion Z — X : ¢+ z;. Se dice que la red converge a un punto zg € X, y se denota
{z;} — =z si para todo entorno U de xz( existe un elemento a € T tal que z, € U Vb > a. La nocién
de la caracterizaciéon de continuidad por sucesiones en espacios topoldgicos que verificasen el I Axioma de
Numerabilidad se extiende con generalidad a todos los espacios topoldgicos en el caso de redes: una funcién
f: X =Y es continua si y sélo si para cada red {z;} — xo, entonces {f(z;)} — f(z0).

Andlogamente, la red {x;} se dice tener un punto de acumulacién en xq si, dado un entorno U de g, para
todo a € I, existe b > a tal que x, € U. Ademsds, la compacidad también puede caracterizarse con el hecho
de que toda red tenga un punto de acumulacién. Una teoria algo méas detallada sobre las redes topoldgicas
puede verse en [1].

Por dltimo, utilizaremos un resultado algo méas conocido, pero cuya demostracién en productos de infinitos
espacios es mas complicada.

Teorema 3.1. (Tychonoff) Dado un conjunto de indices Z y una coleccién de espacios topolégicos compactos
{K}iez, el producto [], 7 K; es compacto.

En ciertas aplicaciones, también serd necesario considerar la existencia de funciones de un espacio topoldgico
en R que separan puntos. Para ello, necesitamos el lema de Urysohn, cuya demostracién puede verse en [5].

Lema 3.1. (Urysohn) Un espacio topoldgico es normal si y sélo si para cuales quiera subconjuntos cerrados,
no vacios y disjuntos 4, B C X, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(A4) = {0} y f(B) = {1}.

Otro resultado de topologia algo més avanzada que vamos a necesitar es el siguiente.

Teorema 3.2. (Baire) Si M es un espacio métrico completo y {U, : n € N} es una coleccién de abiertos
densos, entonces (.-, U, es denso.

Por otro lado, también ha sido necesario dar como conocida la teoria béasica de espacios de Banach: teoria de
operadores continuos, su norma, relaciones de compacidad de la bola unidad, reflexividad, etc. Para algunos
ejemplos, se han utilizado espacios de Banach conocidos sin definirlos explicitamente y sus relaciones de
dualidad, como cg, l1 ¥ lso-

Por 1ltimo, comentar que en este trabajo se ha utilizado en multiples ocasiones el lema de Zorn, el cual es
equivalente al axioma de eleccién, que se ha asumido como cierto.

Lema 3.2. (Zorn) Dado un conjunto parcialmente ordenado y no vacio, si toda cadena contiene una cota
superior, entonces el conjunto original contiene al menos un elemento maximal.

4. Espacios Vectoriales Topolégicos

Definicién 4.1. Un espacio vectorial topodgico sobre K € {R,C} es un espacio vectorial V' dotado de una
topologia de manera que

s La aplicacién V xV — V' : (z,y) — x + y es continua.



s La aplicacién F x V — V' : («a,z) — az es continua con la topologia usual de K.

Definicién 4.2. Una seminorma definida sobre un espacio vectorial V' es una aplicacién p : V' — [0, o0]
que verifica que

» plz+y) <plx)+ply) Ve,yeV
v plax) = |ajp(x) Ve €V, YVa e F
Observacién 4.1. Una norma es una seminorma que verifica la implicacién p(z) =0 = z = 0.

Ejemplo 4.1. Sea V un espacio vectorial y P una familia de seminormas definidas en V. Podemos definir
en V la minima topologia tal que toda seminorma p € P es continua, es decir, esta topologia tiene una
subbase en los conjuntos

{z eV iplx—xz9) <€}, g€V, e€(0,00), peP

En adelante, nos referiremos a esta topologia como aquella generada por la familia de seminormas P.

Definicién 4.3. Un espacio localmente convero (ELC) es un espacio vectorial topolégico cuya topologia
estd definida por una familia de seminormas P tal que

M {z €V i) =0} = {0}

peEP

Observacién 4.2. Todo espacio normado es un ELC. Podria darse el caso de que estos fuesen los dnicos
ELC y que la definicién que acabamos de dar no generalice la nocién de espacio normado. Sin embargo,
veremos mas adelante que si X es un espacio normado no separable, su espacio dual dotado de cierta
topologia, denominada débil-estrella, no es un espacio metrizable, pues su bola unidad tampoco lo es. Por
tanto, X™*, con dicha topologia, seria un ELC pero no normado.

Definicién 4.4. Dado un espacio vectorial X, un subconjunto K C X se dice convero si

ruyeE K=+ (1-Nye KVXe|0,1]

Observacién 4.3. Todo punto en un ELC tiene una base de entornos formada por conjuntos abiertos
convexos, debido a que los elementos de la subbase son convexos por la subaditividad de las seminormas,
ya que si p(z) < ey p(y) < €, entonces

p(Az + (1= A)y) < Ap(x) + (1 = AN)p(y) < e VA € [0,1]

La convexidad local se sigue de que la interseccién de conjuntos convexos es convexa.

Proposicién 4.1. Si A es un subconjunto convexo de un espacio vectorial topoldgico X, entonces A también
€s convexo.

Demostracion. Sean a,b € A. Entonces, existen redes {z; : i € I} C Ay {y; : j € J} tales que z; — a
e y; — b. Fijado A € (0,1), para cada i € Z, se tiene por continuidad que {Ay; + (1 —N)z; : j € T} —
Ab+ (1 — N)z;, luego [z;,b] € A. También por continuidad, {A\b+ (1 —=N)z; :i € I} — Ab+(1—AN)a € A= A.
Como a,b € A eran arbitrarios, A es convexo. O

Proposicién 4.2. Todo ELC es Hausdorft.

Demostracion. Por la definicién de ELC, dados z,y € X existe p € P tal que € = p(z — y) > 0. Entonces,
consideremos los siguientes abiertos disjuntos (por la desigualdad triangular)

U={zeX:plz—2)<$5}, V={seX:plz—y) <5}

Definicién 4.5. Un subconjunto V' de un espacio vectorial X se dice absorbente si

X = [_jan



Lema 4.1. En un espacio vectorial topolégico X, todo entorno abierto del origen V' es absorbente.

Demostracion. Dado z € X, la aplicacién
p:K=>X: A=Az

es continua, de modo que ¢~*(V) es abierto en K que contiene a 0. Entonces 3n € N tal que % € ¢ 1(V).
Por tanto, %x ceV=axenV. O

4.1. Teorema de Hahn-Banach

Antes de enfrentarnos al teorema de separacién de Hahn-Banach, necesitamos desarrollar ligeramente una
teorfa sobre funcionales sublineales.

Definicién 4.6. Dado un espacio vectorial X, una aplicacién p : V — R se dice sublineal si verifica las
siguientes propiedades:

» Homogeneidad positiva: p(az) = ap(z) Ya > 0, Vo € X
» Subaditividad: p(x +y) < p(x) + p(y) Vz,y € X
Al espacio de todos los funcionales sublineales X — R lo denotaremos por Sx.

Lema 4.2. Un funcional sublineal p definido en un espacio vectorial X es lineal si y sélo si p(—z) =
—p(x) Vo € X.

Demostracion. Claramente la linealidad implica la igualdad. Reciprocamente, suponemos que p(—x) =
—p(z) Vo € X. Entonces, si @ < 0, se tiene que

plar) = —p((-a)z) = ap(z)

Ademis,
p(z+y) =—p(—2—y) > - (p(-2) + p(~y)) = p(z) + p(y)

Y la otra desigualdad es precisamente la subaditividad de la definicién de funcional sublineal. O

Lema 4.3. Sea X un espacio vectorial, sea p € Sx y sea V un subespacio vectorial. Si ¢ € Sy verifica que
q < p|v, entonces existe r € Sx tal que ry =qy r < p.

Demostracion. Definimos
(#) = fof (a(v) + pla —v)
Para ver que este infimo estd bien definido (y es real), utilizamos en primer lugar la subaditividad en ¢
0 <q(v) +q(=v) < q(v) +p(-v)
Ahora, utilizando la subaditividad en p, tenemos que
p(=v) < p(=2) + p(z —v) = q(v) + p(z —v) = p(r — v) = p(-v) = —p(-7)

De modo que, fijado x € X, el conjunto {q(v) + p(z — v) : v € V'} tiene una cota inferior, luego r(x) estd
bien definido.

Ademads, tomando v = 0, se ve que r(z) < p(z). Por otro lado, si x € V, entonces
q(v) +plx —v) = q(v) + q(z —v) = q(x) = r(z) = q(z)
donde el infimo se alcanza al tomar v = x.

La homogeneidad positiva se ve, tomando o > 0, como w € V < aw € V, entonces

r(az) = inf (¢(v) +plax —v)) = mf (¢(aw) +pla(z —w)) = a Wf (¢(w) +p(z —w)) = ar(z)

Por 1ltimo, para ver la subaditividad de r, dados z,y € X y € > 0, tomamos v,w € V tales que

q) +p(x—v) <r(x)+5, qw)+ply—w)<r(y) +5



Por la subaditividad de p y g,
r@+y) <qv+w)+ple+y—(v+w) <qv)+q(w) +plz—v) +ply —w) <r(y) +7r(y) +e
Como € > 0 es arbitrario, se llega a la subaditividad de 7. O

Lema 4.4. Dado un espacio vectorial X, si p € Sx, entonces existe ¢ € Sx, minimal en dicho conjunto, tal
que q¢ < p.

Demostracion. Sea P = {r € Sx : v < p} y sea C = (r;);cz una cadena en P. Para cada € X, definimos

r(z) = 112%7”1(1')

En particular, como para cada ¢ € Z, la subaditividad implica que 0 < r;(z) + r;(—z). Entonces, sabemos
que 7 esta bien definida, es decir, que el infimo no toma el valor —oo, puesto que

ri(z) 2 —ri(—z) 2 —p(—x) = r(z) = —p(-=)
Para ver la condicién de subaditividad, dados z,y € X y € > 0, podemos encontrar indices ¢, j € Z tales que
ri(z) <r(@)+ 35, rily) <r@y)+3
Por la condicién de cadena, podemos suponer sin pérdida de generalidad que r; < r;. Entonces:
r@+y) <rj(z+y) <rj@) +r(y) <rie) +ry) <r(@) +r(y) +e

Como esto es cierto para todo € > 0, se ve que r es subaditivo. Por ultimo, es claro que la homogeneidad
positiva se conserva al tomar infimos.

Como p € P, entonces P # ) y el lema de Zorn implica que P contiene un elemento minimal. Evidentemente,
este elemento también serd minimal en Sx. O]

Lema 4.5. Si g € Sx es minimal, entonces ¢ es lineal.

Demostracion. Por el lema unicamente hace falta ver que ¢(—z) = —¢q(z) Vo € X. Fijamos un xz € E'y
tomemos V' = Rz. En V, definimos el funcional lineal por

flazx) = aq(z)

Entonces, si a > 0, la homogeneidad positiva de ¢ da que f(az) = g(az). Si a < 0, entonces, por la
subaditividad de ¢ tenemos que 0 < g(ax) 4+ ¢(—ax) y, entonces,

flax) = aq(r) = —q(—ax) < q(ax)

Asi, f < q|v, luego el lema nos da la existencia de un funcional sublineal r € Sx tal quer < gy r|y = f.
Por la minimalidad de g, se tiene que r = ¢, luego

Como = € X era arbitrario, g es lineal por el lema [£.2] O

Ahora, estamos en disposicién de probar los teoremas de extensién de Hahn-Banach.

Teorema 4.1. (Extensién de Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial real y sea p un funcional sublineal
en X. Si V es un subespacio de X y f es un funcional lineal en V tal que

f(@) < pla) Vo e V
Entonces, existe una extension f : E — R tal que f es lineal y satisface que

f(2) < pla) Vo € B



Demostracion. Por el lema existe un sublineal r < p que extiende a f. Por el lema [4.4] existe un
funcional sublineal minimal f, tal que f < r, que ser4 lineal por el lema Entonces, f(z) < f(z) Vz € V.
Sin embargo, como ambos son lineales

f@) = —f(=x) < —f(—x) = f(z)
Por tanto, f = f|v. O

Corolario 4.1. Sea X un espacio normado real y sea V' un subespacio de X. Si f € V™, existe una extension
feXtalque f = flv vy [lfll =/l

Demostracién. La construccion de f se debe al teorema con p(z) = ||f]||z]. Como f < p, entonces
Il < 1If]l- La igualdad se da porque f = f|y. O

Corolario 4.2. Sea X un espacio normado complejo y sea V' un subespacio de X. Si f € V*, existe una
extensién f € X* tal que f = flv y || = [/l

Demostracion. Sea fo := R(f). Entonces, |fo(v)| < [f(v)] < || f|l|v]| Vv € V. Por el corolario [4.1] podemos
extender fy a un funcional R-lineal fy. Entonces,el funcional que buscamos es

f(@) = fola) —ifoliz)
O

Corolario 4.3. Sea X un espacio normado. La inclusién j : X — X** : 2+ j(z), donde j(x)(z*) := z*(x),
es una isometria.

Demostracion. Para cada z € X y z* € B(X*), |j(x)(z*)| = |z*(z)| < ||z||, de modo que ||j(z)| < ||z||. Por
los corolarios [.1] y podemos construir un x* € B(X*) tal que z*(z) = ||z|| (extendiendo el funcional
az = allz()). Por tanto, [lz|| = [z~ (z)| = |j(z)(z")| < [7(2)]- 0

Lema 4.6. Sea X un espacio vectorial topoldgico sobre el cuerpo de escalares K € {R,C}. Un funcional
lineal f: X — K es continuo si y sélo si existe un entorno de cero V tal que f(V) estd acotado en K.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f es continua. Si B(K) es la bola unidad en K, entonces
f~1(Int(B(K))) es un entorno abierto del origen tal que f(f~!(Int(B(K)))) C B(K) es un conjunto acotado
en K.

Reciprocamente, sea V un entorno del origen tal que f(V) estd acotado por cierta constante M > 0.
Entonces, f (ﬁV) C eB(K) y la continuidad de f en cero se sigue de que 7V es un entorno del origen
porque la multiplicacién por cualquier escalar no nulo es un homeomorfismo del espacio vectorial topoldgico
en si mismo. La continuidad en el resto de puntos se sigue trivialmente de la linealidad en f. O

Teorema 4.2. (Teorema de Separacién de Hahn-Banach, caso real) Sea X un espacio vectorial real, to-
polégico y locdlmente convexo. Sea K conjunto cerrado, no vacio y convexo de X Si xg € X \ K, entonces
existe un funcional lineal f: X — R tal que

f(xo) > sup f(x)

reK

Demostracion. Si pérdida de generalidad, podemos asumir que 0 € K (haciendo una traslacién). Como K
es cerrado, existe un entorno abierto N de x tal que N N K = (). La condicién de convexidad local da
la existencia de un subentorno convexo del origen W C (N — zg). Sustituyendo W por W = W N (=W),
podemos suponer que W = —W sin perderse la propiedad de convexidad. Se tiene que (g + W)N K = ()
0, equivalentemente, xo &€ K + W.

Definamos ahora V := K + %W Entonces, V' es un entorno convexo del cero. Definimos también la funcién

p: X —>R: e~ f{A>0:2€ AV}



que estd bien definida por ser V absorbente, por el lema Veamos que p es sublineal. La homogeneidad
positiva se deduce directamente: tomamos x € X y a > 0. Entonces,

p(ax) fnf{)\>0:ax€>\V}a1'nf{)\ >0:x€ AV} = ap(z)
a e

En cuanto a la subaditividad, dados z,y € X y € > 0. Sean A\, u € (0,00) tales que

plx) <A <pl@)+5, ply) <p<ply)+3

Por definicién, existen o > A~' y 8 > p~! tales que az, By € V. Como también 0 € V y V es convexo, se
tiene que ¥ € V' 'y que % € V. De nuevo, por la convexidad de V:

T4y Az p (y>
== (D)+——(Z)ev
A+ A—l—,u()\) A+ \p

Por tanto, de la definicién de p se tiene que

plx+y) <A+ p<plx)+ply) +e
Como € > 0 es arbitrario, se tiene la subaditividad de p.

Por definicién, p(z) < 1 para todo x € V. Veamos que p(zg) > 1. Por reduccién al absurdo, si p(zg) < 1,
entonces la convexidad de V/, junto con el hecho de que 0 € V/, implica que % € V para todo A > p(x¢)

y, en particular, para todo A > 1. En concreto, haciendo tender A — 1 vemos que zy € V, de modo que
(xo + %W) NV = (). Entonces, como W es convexo y W = —W entonces %W — %W C W, luego

1 1 1 1

Tomamos el subespacio Y = Rz y el funcional ¢ : ¥ — R : azg — ap(zp). Entonces, si a > 0, la

homogeneidad positiva de p implica que g(axg) = p(axzg). Si a < 0, entonces por la subaditividad de p
tenemos que 0 < p(ax) + p(—azx) y, entonces,

plax) > —p(—az) = —g(-ax) = g(az)

Por tanto g < ply. Por el teorema existe un funcional lineal f < p tal que f|y = g. En particular,
f(xo) = g(x0) = p(xo) > 1. Entonces,

sup f(y) <1< f(zo)
yek

Veamos la continuidad de f. Como 0 € K, entonces %W C K+ %W = V. Sin embargo, f(z) < p(z) <
1Vz €V, luego f(z) <1Ve € LW. Como 1W = —1W, entonces si z € W, f(z) = —f(—x) > —1, luego
|f(z)| < 1Vo e W. Asi, por el lema f es continua.

O

Corolario 4.4. Sea X un espacio vectorial topoldgico, complejo y localmente convexo y sea K un subcon-
junto cerrado, convexo y no vacio de X. Si xy ¢ K, existe un funcional lineal y continuo f : X — C tal
que

R(f(w0)) > sup R(f(z))

reK

Demostracion. Ignorando la multiplicacién por niimeros complejos, podemos considerar X como un espacio
vectorial real. Entonces, el teorema da la existencia de un funcional R-linear tal que

g(xo) > sup g(x)
zeK

Entonces, el funcional C-lineal buscado es



5. Topologias Débiles

Dado un espacio vectorial topolégico X, denotaremos como su espacio dual X* al conjunto de los funcionales
lineales continuos X — K.

Definicién 5.1. Dado un espacio vectorial topoldgico X, la topologia débil, denotada por db, es la topologia
definida por la familia de seminormas P = {p,~ : * € X*} donde

Por(z) = |2* ()]

La topologia débil-estrella, denotada por db*, se define en X* como la topologia generada por la familia de
seminormas P = {p, : x € X}, donde

Observacién 5.1. La topologia débil define un ELC puesto que para cada = € X \ {0}, el teorema de
extension de Hahn-Banach garantiza la existencia de un z* € X tal que z*(z) # 0. Es més claro todavia
que la topologia débil-estrella define un ELC porque para cada z* € X*\ {0} tiene que haber un = € X tal
que z*(z) # 0.

Observaciéon 5.2. La topologia débil es la minima topologia tal que todos los funcionales de X* son
continuos. En particular, es una topologia més débil que la topologia original del espacio vectorial topoldgico
X.

Anédlogamente, la topologia débil-estrella es la minima topologia tales que los funcionales z* — x*(z), donde
x € X es cierto elemento fijado, son continuos. En X* también estd definida la topologia débil, que es la
minima topologia tal que todos los funcionales del espacio bidual X** son continuos. Como tenemos una
inclusién

J:X = X" e (), jla)(z¥) = 2" (x)
Entonces el conjunto de los funcionales que definen la topologia débil-estrella esté contenido en el conjunto de
funcionales que definen la topologia débil, luego la topologia débil es mas fina que la topologia débil-estrella.

Proposicién 5.1. Una sucesién (z,) contenida en un espacio vectorial topoldgico X converge con la topo-
logia débil a x € X, si y solo si
¥ (xy) = ¥ (x) Va* € X~

Andlogamente, una sucesién (z) C X* converge a * € X* con la topologfa débil-estrella si y sélo si

xr(x) > " (x) Ve e X

Demostracion. Una implicacién es clara por la continuidad de los elementos del dual. Para el reciproco, si
T, no convergiese a = con la topologia débil, entonces existiria un entorno abierto subbésico de x, es decir,
un conjunto de la foma {y € X : |z§(y — z)| < €} que no contiene a infinitos términos de la sucesién. De
este modo, x§(z,) no convergeria a x§(x).

La afirmacién con respecto a la topologia débil-estrella es andloga. O

Ejemplo 5.1. Las topologias original, débil y débil estrella verifican ciertas relaciones de contenido, que
vamos a ver que pueden ser estrictas. Consideremos el espacio de Banach cp, luyo dual es ¢ = 11 y cuyo
bidual es ¢f* = = l. En l; consideremos la sucesién {e;} formada por las sucesiones que tienen un 1 en
la i-ésima coordenada y todas las demds cero. Entonces, sea a = (a,,) € ¢o. Entonces, e;(a) = a; — 0. Por
tanto, {e;} tiende a cero con la topologia débil-estrella, por la proposicién Sin embargo, si consideramos
en Il la sucesién b que tiene un 1 en cada coordenada, tenemos que b(e;) — 1, luego {e;} no tiende a cero

con la topologia débil. Claramente, tampoco lo hace con la topologia de la norma de [;.

Ejemplo 5.2. Para ver que la convergencia débil no implica la convergencia en norma. Considerese la
sucesién {e;} C lo, donde e; es la sucesién que tiene un 1 en su i-ésima coordenada y un cero en el resto.
Como I es un espacio de Hilbert, es su propio dual, luego dado a = (a;) € I3, entonces a(e;) = a; — 0. Por
tanto, {e;} converge a cero en la topologia débil, pero no lo hace en la topologia de la norma.

Veamos ahora que los espacios duales de un ELC dotado, bien de la topologia débil o bien de la topologia
débil-estrella son los que esperamos que sean.



Teorema 5.1. Si X es un ELC, entonces (X, db)* = X*

Demostracion. Por la observacién todo funcional del dual es continuo con la topologia débil, luego
X* C (X,db)*. Reciprocamente, como la topologfa débil es la minima topologia tal que todo funcional del
dual es continuo (y estos eran continuos en la topologia original), todo abierto de la topologia débil es abierto
en la topologia original. Caracterizando la continuidad por imégenes inversas de abiertos, se ve que todo
funcional lineal continuo con la topologia débil lo es con la original, de modo que (X, db)* C X*. O]

Teorema 5.2. Si X es un ELC, entonces (X*,db*)* = X

Demostracion. Claramente, si © € X, el funcional j(z)(z*) := 2*(z) es continuo con la topologia débil-
estrella, por definicién. Entonces X C (X*,db*)*. Reciprocamente, si f : X* — K es continuo con la
topologfa débil-estrella, entonces f~!(Int(B(K))) es un entorno abierto del origen, de modo que contiene un

entorno abierto bésico de la forma,
n

({z" € X* o™ (xn)| < €}

=1

para ciertos z1,...,z, € X y cierto € > 0 E Definimos la aplicacién
T:X*"—>K": 2" (2%(x1),...,2"(z))

Sia* € ker(T') entonces la linealidad implica que z*(Az;) = Az*(z;) = 0 VA € K, luego | f(Az*)| < 1 VA e K.
Asi, la tnica posibilidad es que z* € ker(f). En otras palabras,

I = ﬂ ker(z;) C ker(f)

i=1

Entonces, podemos considerar z1,...,Z,, f como elementos del espacio dual (X*/I)*. El espacio vectorial
X*/I es de dimensién finita (menor o igual que n) y entonces los funcionales cocientes inducidos de z1, ..., z,
tienen nucleos que intersecan en el cero, es decir, el anulador del espacio que generan es el cero. Por tanto,
T1,..., T, generan (X*/I)*, luego existen escalares aq,...,a, (no necesariamente tinicos) tales que

f=aiZi+ -tz = f=qr + -t apgr, = fEX

Por tanto, (X,db*)* = X. O

Teorema 5.3. (Mazur) Dado un ELC X, un subconjunto convexo es cerrado si y sélo si lo es con la
topologia débil.

Demostracion. Claramente, si es cerrado con la topologfa débil también lo es con la topologia original porque
la primera es menos fina. Para el reciproco, supongamos que K = K (cierre en la topologia original) y que

existe xg € K \ K (cierre de K en la topologia débil). Por el teorema de Hanh-Banach , y el corolario
[4:4] aplicados a la topologfa original, existe z* € X* tal que

R(z*(x0)) > sup{R(z*(z)):x e K} = M

Sin embargo, x* es continua con la topologia débil por el teorema de modo que (z*)7!(—o0, M] es
un cerrado (con la topologia débil) que contiene a K pero no a g, lo que contradice el hecho de que

o € 7(db). O

Proposiciéon 5.2. Dado un espacio de Banach X, y un subespacio V' C X, entonces la topologia débil en
V' es la restriccién como subespacio de la topologia débil de X.

Demostracion. Se sigue como consecuencia de los corolarios [4.1] y puesto que los funcionales de V* son
la restricciéon a V' de los funcionales de X. O

1Podemos suponer que todas las cotas son e después de multiplicar por ciertas constantes
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6. Propiedades de B(X™) con la topologia débil-estrella

6.1. Teorema de Alaoglu y reflexividad

Teorema 6.1. Dado un espacio normado X sobre K € {R,C}, la bola unidad de X*, definida como
B(X*) = {z* € X*: ||l2*|| <1} es compacta con la topologia débil-estrella.

Demostracion. Definimos el espacio topoldgico D := [] . B(X) K y la aplicaciéon:
T:B(X*) = D, " — {z%(x)}

Queremos ver que 7 es un homeomorfismo sobre su imdgen. En primer lugar, 7 es inyectiva puesto que si
7(z7) = 7(x3) para ciertos x7, x5 € B(X™*), entonces z7(x) = x5(x) Vo € B(X). Entonces z7 y x5 coinciden
en su restriccién a B(X) y, por linealidad, =7 = 3.

La continuidad de 7 es equivalente a la continuidad de todas las funciones 7 o 7, cuando 7 recorre las
proyecciones sobre cada una de las coordenadas x € B(X). Estas funciones no son otra cosa que las funciones
que definen la topologia débil-estrella, luego son continuas. Ademads, la topologia débil-estrella de B(X*) es la
topologia méas débil tal que 7 es continua, puesto que anadir, en el proceso de construccién de esta topologia,
los elementos de norma mayor que 1 no afecta a la topologfa resultante. Por tanto, un conjunto U C B(X™*)
es débil-estrella abierto si y sélo si existe un abierto V. C D tal que U = 7= 1(V). Asi, 7(U) = VN 7(B(X*))
es un abierto de 7(B(X*)) con la topologia heredada como subespacio. Entonces, 7 es una aplicacién abierta
si reducimos el espacio de llegada y, por tanto, un homeomorfismo sobre su imagen.

Por ultimo queremos ver que 7 es compacto. Para ello, expresamos los elementos de D como aplicaciones
f:B(X) — Ky consideramos la igualdad

T(B(X™)) = f {f €D flanws + azws) = ar f(an) + aaf(@a)} 0[] lIB(K)

ap,a2€R,z1,22€B(X) r€B(X)

La igualdad se da porque la primera interseccién garantiza que x* € B(X™) sea lineal, mientras que el tultimo
conjunto garantiza que x sea acotado. Este tltimo conjunto es compacto por el teorema de Tychonoff
Entonces, 7(B(X*)) es un cerrado en un compacto, luego es compacto. Como 7 era un homeomorfismo sobre
la imagen, B(X™*) es compacto. O

Corolario 6.1. Dado un espacio de Banach X, todo subconjunto de X* cerrado con la topologia débil-
estrella y acotado es compacto con dicha topologia.

Demostracion. Sea r > 0. Como X* con la topologia débil-estrella es un espacio vectorial topolégico, rB(X)
es homeomorfa a B(X), luego es compacta por el teorema Asi todo subconjunto cerrado y acotado es
un cerrado de un compacto, luego ha de ser compacto. O

La compacidad de la bola unidad es una consecuencia de reducir la topologia: al reducir la topologia,
limitamos el conjunto de recubrimientos por abiertos de la bola unidad B(X™*), hasta que solo admitamos
recubrimientos que contengan un recubrimiento finito. E|

De hecho, la compacidad de la bola unidad es una propiedad que aparecia en los espacios de Banach si y sélo
si su dimensién era finita. En efecto, si tenemos un espacio de Banach de dimensién infinita X, construimos
una sucesién en B(X) como sigue. Supongamos construidos los primeros términos z1,...,x, tales que
son linealmente independientes y d(z;, Kzq + ---Ka;—1) > 1 Vi =1,...,n. Entonces, sea M, el subespacio
generado por los primeros n elementos. Tomamos z,,+1 € B(X)\ M,,. Como M,, es cerrado por ser completo,
d(zp+1, My,) > 0 y no es muy dificil ver que existe y, € M, tal que d(zp+1, My) = ||zn+1 — ynl|- Definiendo
Ty 1= szﬁi:z:“, hemos construido una sucesién (z,) C B(X) tal que la distancia entre cualesquiera dos
puntos de la sucesién es mayor o igual que 1. Por tanto, esta sucesién no puede tener ninguna subsucesion
convergente, luego B(X) no es compacto.

La compacidad tampoco se tiene que alcanzar con la topologia débil, aunque si puede hacerlo, puesto que si
un espacio es reflexivo, las topologias débil y débil-estrella coinciden. La no compacidad de la bola unidad
B(X) con la topologfa débil puede verse en el siguiente ejemplo.

2En la primera interseccién, si en cierto conjunto se verificase que ajz1 + aszs ¢ B(X), considerarfamos el conjunto como
el total.

3Nétese que, en el estudio de la compacidad, la topologia sélo afecta cuando determinamos si un recubrimiento original
es valido o no, segun si esté formado o no por conjuntos abiertos, pero en el hecho de que un recubrimiento dado admita un
subrecubrimiento finito, sélo afectan las propiedades de teoria de conjuntos.
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Ejemplo 6.1. En [y, considerese la sucesién {e;} C l;. Veamos que esta sucesién no contiene ningtin punto de
acumulacién. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe un punto de acumulacién (w,)2; € ly. Todo
elememento del dual (a,,)22; € lo es continuo, luego a(e;) = a; tiene que tener un punto de acumulacién

o0
en a(w) = 3,2 Gnwn.
Si consideramos a = e;, se tiene que a; — 0, luego a(w) = w; = 0. Sin embargo, si consideramos, la sucesién
a con un 1 en cada entrada, entonces la sucesion {a,, } no tiene un punto de acumulacién en >~ | apw, = 0.

Si X es un espacio de Banach reflexivo, es claro que su topologia débil coincide con la restriccion de la
topologia débil-estrella, mediante el homeomorfismo j : X — j(X) C X**. Por tanto, el teorema nos
dice que B(X) es compacta con la topologia débil. El reciproco también es cierto, y puede deducirse como
una consecuencia del teorema de Goldstein.

Teorema 6.2. (Goldstein) Si X es un espacio de Banach, entonces B(X) es denso en B(X**), con la
topologia débil-estrella.

Demostracion. Sea j : X — X** la inclusién isométrica en el espacio bidual. Queremos probar que

o (db™) C P

J(B(X)) = B(X**). Por la proposicién y el teorema B(X**) es cerrado con la topologia débil-
————(db*

estrella, luego j(B(X))( ) C B(X™**).

S —
Para el reciproco, sea y € X** \ j(B(X ))( ), Por el teorema y el corolario existe un funcional
continuo con la topologia débil-estrella tal que

sk *% %(db*)
R(f(y) > sup {R(f(z")) : 2™ € JBE) "'}
Por el teorema [5.2] existe z* € X* tal que f(z**) = 2**(2*) Va** € X**. En particular,

(db™)

R(y(2z")) > sup {%(I**(x*)) ra e j(B(X)) } > sup{R(z*(z)) : 2 € B(X)} = III*II

Esto implica que ||y|| > 1, luego y ¢ B(X**). O

Teorema 6.3. Un espacio de Banach X es reflexivo si y sélo si la bola unidad B(X) es compacta con la
topologia débil.

Demostracion. SiB(X) es compacta, puesto que la topologia débil de X es la restriccién de la topologia débil-
estrella de X** mediante la inclusién candnica j : X — X**, j(B(X)) es compacta con la topologia débil-
estrella de X**, luego es cerrada por la proposicién [4.2] Por el teorema de Goldstein J(B(X)) = B(X*).
Por linealidad, j(X) = X**, luego X es reflexivo. O

6.2. Separabilidad y metrizabilidad

Existe una equivalencia interesante entre la separabilidad de un espacio y la metrizabilidad de la bola
unidad de su espacio dual con la topologia débil-estrella. Esta equivalencia serd utilizada posteriormete para
caracterizar los conjuntos compactos de la topologia débil.

Lema 6.1. Sea X un espacio normado y sea F' un subconjunto numerable. Entonces, el subespacio Span(F’)
es separable.

Demostracion. Puede considerarse el conjunto numerable

A={qfi+ - +qsfs: s€EN, ¢€Q, feFY

Veamos que es denso. Para ello, sea V' un abierto de Span(F'). Como V N Span(F) # (), fijamos un xy en
este conjunto y tomamos un € > 0 tal que la bola de radio € y centro zy esté contenida en V. Entonces, z,
por estar en Span(F’) tiene una expresién, de la forma

‘TO:alf1+"'+arfra ala"'aar6Kaf17'~'7fTEF\{O}

4Técnicamente, la definicién de la norma de un funcional se hace con el médulo y no con la parte real. Sin embargo,
multiplicando el  por una constante adecuada A € C tal que |A\| = 1, se puede conseguir recuperar la norma como el supremo
de las partes reales.

5Si el espacio vectorial es complejo, tomamos los racionales complejos, es decir, los nimeros de la forma z + iy, donde
z,y € Q. En cualquier caso, lo denotamos indistintamente.
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Para cadai =1,...,r, tomamos a; € Q tal que |a; — ;| < ”ff”r. Denotando £y = a1 f1 +. ..+ a, [, tenemos

que

|70 — zoll < lar — asll|fill + -+ [ar — ar|lIfr]l <€

Por tanto, g € ANV, luego A es denso y, por tanto, Span(F') es separable. O

Teorema 6.4. Sea X un espacio normado y sea A C X un subconjunto compacto con la topologia débil.
Si X* contiene un subconjunto numerable {z* : n € N} tal que

AN () ker(a) = {0}

n=1

entonces la topologia débil es metrizable en A.

Demostracion. En el conjunto numerable mencionado, los elementos z, son continuos con la topologia débil.
Entonces, fijado n € N, 27 (A) es un conjunto compacto en K. Multiplicando por una constante adecuada,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que |z%(a)| < 1 Va € A. Definimos la distancia en A como

oo

d(z,y) = 27" Mal(z —y)| Va,y € A

n=1

Claramente, la funcién distancia es simétrica, d(z,y) = d(y,x) Yo,y € A. Ademds, d(z,x) =0Vx € Ay
si d(xz,y) = 0, entonces x — y € ker(z}) Vn € N, luego = y por la hip6tesis del teorema. Ademds, la
desigualdad triagular se verifica puesto que:

dz,z) =) 27" Map(e —2)| < Y27 (|ah (@ — )| + |2} (y — 2)]) = d(z,y) +d(y, »)
n=1

n=1

Para ver que esta distancia induce la misma topologia que la topologia débil, tenemos que ver que la
aplicacién identidad (X, db) — (X, d) es un homeomorfismo. Veamos, en primer lugar, que es continua. Para
ello, sea g € Ay e > 0.

€

Por el axioma de Arquimedes, existe N € N tal que § > 2% Asi, como |z} (z)| <1 Vz € A, tenemos que

o0 o0 oo 1
>l —ao)| < Y 2 M@ —a(w)l < Y 27 =gy < 5 VkEN
n=N+1 n=N+1 n=N+1
Si consideramos el conjunto débilmente abierto
V={zeX:|z;(r—x0)| <eVn=1,...,N}
Tenemos que
N = € 1 €
d(z,z0) = ;m;(x —xz0)| + 1%:1@,*1(1: —x0)| < 3 (1 - 21\1) + 5 <€ Ve eV

De este modo, g € V C {z € A : d(z,2z0) < €}, luego la funcién identidad (X,db) — (X,d) es continua.
Ademas, como A es compacto con la topologia débil y todo espacio métrico es Hausdorff, la aplicacién es
cerrada, porque todo cerrado del compacto es compacto y, por continuidad, su imagen es un compacto, que
es cerrado por ser el espacio de llegada Hausdorff. Por tanto, esta aplicacién identidad es un homeomorfismo
y ambas topologias coinciden. O

Corolario 6.2. Sea X un espacio normado separable y sea A C X un subconjunto compacto con la topologia
débil. Entonces, dicha topologia débil es metrizable en A.
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Demostracion. Como X es separable, el subespacio abierto X \ {0} también lo es. Entonces, la aplicacién
X\{0} s {zeX:|z)=1} iz —

]

es continua y suprayectiva. Como la imagen continua de un espacio separable también lo es, la esfera unidad
de X contiene un elemento separable. Sea entonces {z, : n € N} C {& € X : |z|| = 1} un conjunto
numerable y denso de la esfera unidad. Por el teorema de extensién de Hahn-Banach existen funcionales
x, € X' tales que

2l (wa) = [l | = 1

Asf, si z € X \ 0, sea y = 7% Por la densidad de {z,}, existe ng € N tal que [lz,, — y|| < 3. Asi,

[

1
125 O = 20 (0) = T (o = W) = (125 (@) | = g W|zne = yll > 5 > 0 = a7, (y) # 0 = a7, () # 0
Entonces, {x], : n € N} verifica las condiciones del teorema [6.4]y A es metrizable con la topologfa débil. [

Corolario 6.3. Sea X un espacio normado y sea A C X* un conjunto compacto con la topologia débil-
estrella. Si X contiene un conjunto numerable {x,,} con la propiedad de que, considerandolos como elementos
del bidual,

AN ﬂ ker(x,,) = {0}

n=1

entonces A es metrizable con la topologia débil-estrella.

Demostracion. De nuevo, podemos suponer que, fijado n € N, |a*(x,)| < 1 Va € A. Entonces, una demos-
tracién andloga a la del teorema muestra que la topologia débil-estrella es metrizable con la distancia

da*,y) =) 27" (@ —y") ()]
O

Corolario 6.4. Sea X un espacio normado separable y sea A C X* un subconjunto compacto con la
topologia débil-estrella. Entonces A es metrizable con dicha topologia.

Demostracion. Sea D C X un subconjunto denso y numerable. Entonces, por continuidad de los elementos
de A, se tiene que a*(d) =0 Vd € D = a* = 0. Por el corolario A es metrizable O

Corolario 6.5. Si X es separable, entonces B(X*) es metrizable con la topologia débil-estrella.
Demostracion. Por el teorema B(X™*) es compacta y, por el es metrizable. O

El reciproco de este tltimo resultado también es cierto.
Teorema 6.5. Dado un espacio normado X, si B(X*) es un espacio metrizable con la topologia débil-

estrella, entonces X es separable.

Demostracion. Si B(X™*) es metrizable con la topologia débil-estrella, entonces es Hausdorff y I Axioma
de Numerabilidad, de modo que existen conjuntos abiertos U, tales que {0} = () _, U,. A partir de la
definicién de topologia débil-estrella, para cada n € N, existe un conjunto finito F,, C X tal que existe un
abierto de la base de la topologia contenido en U,, de la forma:

{z* € B(X"):|z"(z)| <1Vx € F,} C UWE|

Asi, F :=J,2, F,, es como mucho numerable. Entonces, si 2*(f) = 0 Vf € F, entonces, z* € U, Vn € Ny,
por tanto, z* = 0. Supongamos que existe z € X \ Span(F'). Entonces, existe un funcional en Span(F') ® Kz

que se anula en Span(X) y toma el valor 1 en z. Este funcional es acotado, con norma (d(;v, Span(F)))

6En la definicién de topologia débil, aparecen ciertos e que pueden ser sustituidos por 1 si multiplicamos los valores de F,
por una constante adecuada,
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Por el teorema de Hahn-Banach [4.1] se puede extender a otro funcional acotado z* € X*. Asi, existe z* € X
tal que z* € X* tal que z(F) =0y x*(x) = 1, en contradiccién con lo que se ha comentado justo antes.

Asi, X = Span(F) y, por el lema X es separable. O

Veamos ahora algunas aplicaciones de estos resultados.

Corolario 6.6. (Principio de Seleccién de Helly) Si f,, : R — R es una sucesién de funciones crecientes aco-
tadas por cierta constante comin M > 0, entonces existe una subsucesién (fy,, ) que converge puntualmente
a cierta f: R — R.

Demostracion. Sea X = RIEl a cuyos elementos denotamos denotamos como {xy : A € R}, dotado de la
norma:
lz]| := sup{zy : A € R}

Su espacio dual son las funciones acotadas, con la norma infinito, entendiendolas como los valores que
toman en cierta base {e : A € R}. Por el teorema[6.1] MB(X*) es compacta con la topologia débil estrella.
Ademas, si denotamos por A C X* al subconjunto de las funciones crecientes, este conjunto es cerrado con
la topologia débil-estrella, vemos que es cerrado puesto que si f ¢ A, entonces existen z,y € R tales que
z<yy f(z) = f(y) = € > 0. De este modo, {g € X* : |g(z) — f(z)| < §, |9(y) — f(y)] < §} es un abierto
de la topologia débil-estrella que contiene a f pero no a A.

De este modo, AN MB(X*) es un cerrado de un compacto, luego también es compacto. Ademds, dada
fe AnMB(X*), si f(x) = 0 Vo € Q, la monotonia implica que f = 0. Por tanto, por el corolario
AN MB(X*) es metrizable con la topologia débil-estrella y, en particular, verifica el I Axioma de
Numerabilidad.

Por tanto, ANMB(X*) también es compacto por sucesiones, luego existe una subsucesion (f,, ) convergente
a f con la topologia débil-estrella o, equivalentemente, la convergencia es puntual. O

6.3. Compactificacién de Stone-Cech

Proposicién 6.1. Dado un espacio topoldgico X, sea Cp,(X) el espacio de las funciones continuas y acotadas
de X en K € {R, C}. Entonces, la aplicacién

A:X = Cy(X) @0y, 0a(f) = fl)
es continua, dotando a Cp(X™) de la topologia débil-estrella.

Demostracion. Sea un abierto subbdsico U = {p € Cp(X)* : |u(f)| < €}, donde f € Cp(X). Entonces,
AYU)={z € X :|f(z)] < €} = f~!(—¢,€) es un conjunto abierto por la continuidad de f. O

Definicién 6.1. Un espacio topologico X se dice completamente regular si es Hausdorff y dados un punto
2o € X y un cerrado A C X tales que zp ¢ A, entonces existe una funcién continua f : X — R tales que

flzo) =1y fla=0[]

Proposiciéon 6.2. Si X es un espacio topoldgico completamente regular, entonces, la aplicacion A : X —
(Cp(X)*,db*) : x — d,, donde d,(f) := f(x) es un homeomorfismo sobre A(X).

Demostracion. Por la proposicion A es continua. Ademés, como los puntos son cerrados, la condicién
de regularidad completa implica que, si 1 # x2, entonces existe f € Cy(X) tal que f(xz1) =1y f(x2) =0.
Asi, §z, (f) # 02, (f), de modo que 0, # d,,. Por tanto, A es inyectiva.

Sea ahora U C X un conjunto abierto y sea xy € U. La condicién de regularidad completa implica que
existe f € Cy(X) tal que f(zo) =1y f|lx\v = 0. Por otro lado, consideramos el conjunto

W ={p e Cp(X)": p(f) > 0}

que es abierto porque, dada la inclusién j : Cp(X) — Cy(X)*, j(f) es continua por la definicién de topologia
débil-estrella y W = (5(f))~1(0,00). Entonces V := W N A(X) es un abierto en la topologfa heredada en
A(X) como subespacio tal que §,, € V C A(U). Como zy € U era arbitrario, llegamos a que A(U) es
abierto en A(X). Por tanto, A : X — A(X) es un homeomorfismo. O

"Esta definicién es equivalente pidiendo que el espacio topolégico X sea Ti, en lugar de Hausdorff.
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Teorema 6.6. (Compactificacién de Stone-Cech) Si X es un espacio topoldgico completamente regular,
entonces existe un espacio topolégico compacto y Hausdorff 83X que cumple las siguientes propiedades.

1. Existe una aplicacién continua A : X — X que ademds es un homeomorfismo sobre su imégen.
2. A(X) es denso en SX.
3. Si f € Cy(X), entonces existe una aplicacién continua f# : 3X — K tal que f% o A = f.

Ademis, si Q es un espacio compacto con estas propiedades, entonces €2 es homeomorfo a X mediante un
homeomorfismo g que verifica que g o A = 7.

Demostracion. Sea A : X — Cp(X)* : x — §,, donde 0,(f) = f(z) y sea fX = A(X)(db ' Dotando a
Cy(X)* con la topologia débil-estrella, A es un homeomorfismo sobre su imagen por la proposicién Fijado
xz € X, entonces |0,(f)] = |f(z)] < ||f]loo, de modo ||0,]] < 1. Por tanto, X es un cerrado de B(Cp(X)*),
que es compacto por el teorema de Alaoglu [6.1] Por tanto, 53X es compacto y, por la proposicién [1.2] es
Hausdorff. Ademds, A(X) es denso en X por definicién.

Dado f € Cy(X), definimos f? : BX C Cy(X)* — K : 7 = 7(f), que es continua por la definicién de
topologia débil-estrella y, ademas,

(f% o A)(x) = fP(6,) = 6.(f) = f(x) Ve € X

Para ver la unicidad, sean 2 otro espacio topoldgico compacto y 7 : X — Q una aplicacién que verifica la
compactificacién de Stone-Cech. En particular, para cada f € Cp(X), existe fe C(92) tal que for=Ff.
Definimos:

g:AX) = Q: x> 7m0 AT 2)

Queremos extender esta funcién a 5X. Para ello, sea 79 € fX. Por la condicién (2) existe una red topoldgica
{z;:i1€Z} C X, donde Z es un conjunto dirigido, tal que 7y es el limite de {A(x;) : ¢ € Z}. De este modo,
{m(z;)} es una red en el conjunto compacto €, luego tiene que contener un punto de acumulacién wy € Q.

Tomamos entonces alguna F' € C(Q) y definimos f := o1 € Cy(X), puesto que F' también era acotada
por ser  compacto. Por continuidad, como 7(X) es denso en 2, f = F. Entonces, f también es continua
con la topologia débil-estrella cuando se considera como funcional del espacio bidual Cy(X)**. Asi, f(z;) =
Az)(f) — 7o(f) = fP(70), donde f? € C(BX) es la elevacién de f. Sin embargo, f(v;) = F (n(z;))
tiene un punto de acumulacién en F(wp). Por tanto, f%(m) = F(wp). De este modo, cualquier otro punto
de acumulacién wj de {m(z;) : i € T} tendria que verificar que F(wo) = F(w)) VF € y. Como § es
completamente regular, puesto que es normal por ser compacto y Hausdorft y se aplica el lema 3.1} wy = wy.
Ademds, tomando otra red {y;} también convergente a 7y, podemos obtener otro punto de acumulacién 6.
Sin embargo F(6y) = f?(10) = F(wo) YF € C(Q), luego wy = . Por tanto, podemos definir g(79) := wp.

Asi, tenemos una extensién g : 3X —  tal que para cada f € Cy(X), entonces f# = fog. Sea {ri:ie}
una red topoldgica en X tal que ; = 7. Si F € C(Q), sea f = Fow € Cp(X), de modo que f = F. Por
continuidad f?(7;) — fA(1) Vf? € Cyp(X), luego

F(g(m)) = fﬂ(ﬂ‘) - fﬂ(T) = F(g(1))

Por compacidad, g(7;) tiene un punto de acumulacién w. Como F' es continua, F(w) = F(g(7)) VE € C(£2).
Como Q es completamente regular, w = g(7). Asi, como g(7;) estd contenida en un compacto y sélo tiene
un punto de acumulacién en g(7), este es su limite. Por tanto, g es continua.

Por otro lado, 7(X) = g(A(X)) C g(B8X) y g(8X) es compacto por la continuidad de g, luego es cerrado
porque  es Hausdorff. Como 7(X) es denso en {2, se tiene que g(8X) = 2, es decir, que g es suprayectiva.

Para ver la inyectividad de g, sean x1,z9 € fX tales que 1 # 2 y g(x1) = g(z2). Como SX es compacto
y Hausdorff, entonces es completamente regular y existe f# € C(8X) tal que f°(z1) # f?(z2). Definimos
también f := f% o A y tomamos f € C() tal que fom = f, que existe por la tercera hipétesis de la
compactificacién de Stone-Cech aplicada a Q. Asi, fog|ax) = fomo A~ = fo A™! = fP|5(x). Asi, estas
funciones coinciden en A(X) y, como son continuas, K es Hausdorff y A(X) es denso, han de coincidir en
BX. En particular, esto implicarfa que f#(z1) = f%(x2) Vf? € C(3X), lo que supone una contradiccién.
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De este modo, g : X —  es biyectiva y continua. Como BX es compacto y € es Hausdorff, g es un
homeomorfismo tal que go A = 7. O

Lema 6.2. La compactificaciéon de Stone-Cech de un espacio topolégico discreto X es extremalmente
disconexa, es decir, que la clausura de cualquier conjunto abierto es abierta.

Demostracion. En primer lugar, comentar que todo espacio discreto es claramente completamente regular,
por lo que se puede construir su compactificacién de Stone-Cech. Entonces, sean Uy, Us C X dos conjuntos
abiertos disjuntos y no vacios. Sean A; = U; N X. Como X es dicreto, las funciones caracteristicas x 4, son
continuas, luego existen elevaciones f*: X — R continuas, que por continuidad solo toman los valores 0 y
1. Como A; N Ay =0, xa,x4, =0, luego las elevaciones también cumplen que f; fo = 0. Ademds, f; valdra
constantemente 1 en U; y, por continuidad en U;. Por tanto, U; N Uy = (. Tomando Uy = X \71, tenemos
que U; tiene que ser abierto. O

Definicién 6.2. Dado un espacio topolégico X compacto y Hausdorff, la o-algebra de Baire es la minima
o-algebra para la que toda funcién continua es medible.

Teorema 6.7. (Riesz-Kakutani) Sea ¢ € C(€,R) un funcional positivo, es decir, que que ¢(f) > 0 para
cada f > 0. Entonces, existe una medida positiva u definida en la o-dlgebra de Baire tal que

o5 = [ rau

Demostracion. Sea I' el espacio topoldgico en el que al conjunto 2 se le dota de la topologia discreta
y sea BT su compactificacion de Stone-Cech. La funcién identidad I' — €2 es continua y se extiende a
una funcién continua en g : X — Q. En efecto, sea 79 € ST' \ I'. Como T es denso, existe una red
{ri i € T} en T que converge a 7p. Esta red tiene un punto de acumulacién wy en . Entonces, si
F € C(Q) C Cy(I), entonces existe una elevacién f? : ST — R. Entonces f?(7y) = F(wp). Como € es
regular por ser compacto y Hausdorff (lema , wp es unico e independiente de la red tomada. Entonces
g(70) := wp y, por construccién, si ' € C(Q) y f# € C(BT) es su elevacién, entonces f? = Fog. La
continuidad de g se sigue de que si tenemos una red {7; : i € T} — 79 € AT, entonces {g(7;)} contiene
algtin punto de acumulacién wp en el compacto . Dada F € C(Q2) € C(T'), tiene una elevacién continua
fP: BT — R. Por tanto f?(r;) = (F o g)(ri) — f%(10) = (F o g)(70). Sin embargo, la continuidad de F
implica que F'(wp) es un punto de acumulacién de esta red, luego coincide con F(g(7p)). Como esto vale
para toda F € C(£2), g(7o) es el dnico punto de acumulacién de {g(7;)}, luego la red tiende a dicho valor y,
por tanto, g es continua.

Sea ® € C(BT,R)* un funcional positivo y sea A la o-dlgebra de conjuntos simultdneamente abiertos y
cerrados de ST'. De este modo, para cada A € A, la funcién caracteristica x4 es continua, por lo que
podemos definir p(A) := ®(xa) > 0. Por la linealidad de ®, p es finitamente aditiva en A. También es
numerablemente aditiva, puesto que si {4,} C A es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos cuya
union esté en A, dicha unién es compacta luego todos los A,, son vacios salvo una cantidad finita. Por tanto,
1 es una medida en A, que se extiende por el procedimiento de Caratheodory a una medida en o(A).

Queremos ver que o(A) es la o-dlgebra de Baire Ba(ST"). Claramente A C Ba(fST'), puesto que las funciones
caracteristicas anteriormente mencionadas son continuas. Por tanto, o(A) C Ba(ST'). Para ver la otra
inclusién, tinicamente hace falta ver que toda funcién continua es o (A)-medible. En efecto, sea g € C(GI', R)
y sea a € R. Entonces, E,, := f~! (—oo, a+ %) es abierto y E,, € A por el lema Entonces, f es o(A)-
medible puesto que

E, €o(A)

EDL:

fﬁl(_oov a) =

n=1
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Dada f € C(BT,R), se puede aproximar uniformemente por una sucesién creciente funciones simples .4-
medibles {s,}. El procedimiento para ello es el habitual considerando los conjuntos A, = f~1(—00,b) \
f~1(—00,a), que es abierto y cerrado y verifica que f~1(a,b) C A, C f~1([a,b]). Entonces, la continuidad
de ® implica que

O(f) = lim ®(s,) = lim sndu:/fdu

n—oo n—r oo
Por otro lado, la funcién continua g : fI" —  induce una aplicacion
T:C(QR) = CBLR): f=Tf:(Tf)(a) = f(g(a)) Va € B(T)

que es una isometria por ser g suprayectiva. Por tanto, 7' también es inyectiva y podemos identificar C(€2, R)
con su imagen. De este modo, dado un funcional positivo ¢ € C(Q,R)*, el teorema de extensién de Hahn-
Banach [4.1]implica que existe una extensién ® € C(AT,R)* tal que ||¢| = [|®||. Ademds, como ¢ es positivo,
d(xq) > o(a*) Va* € B(C(Q,R)*), luego ¢(xq) = ||¢||. Por tanto,

®(xpr) = ¢(xe) = llol = (2]

Sea entonces f € C(BI',R)* positiva y sea n tal que nxgr > f (existe porque f estd acotada). Entonces @
es positivo puesto que

®(f) = ®(nxpr) — ®(nxpr — f) = [|®[|(n — [Inxsr — f]) = 0

Si A estd en Ba(2), entonces g~ 1(A) esta en Ba(BT'), puesto que g es continua, por lo que podemos definir
v(A) := pu(g~1(A)). Por tanto, si f € C(Q,R)*, entonces,

¢(f)=<I>(Tf)=‘I’(f09)=/ﬁrfogdu=/gfdu
O

Corolario 6.7. Sea § un espacio topoldégico compacto y Hausdorff. Si ¢ € C(Q,K)*, donde K € {R,C},
entonces existe una medida p definida en la o-dlgebra de Baire de 2 (no necesariamente positiva) con valores
en K tal que

o(f) = /Q fdu Vf € CQ.K)

Demostracion. Andlogo a la demostracién del teorema [6.7} O

Observacién 6.1. Del lema de Urysohn puede deducirse (ver [5], cap. 12) que, en un espacio compacto y
Hausdorff, los conjuntos cerrados y G (intersecciones numerables de abiertos) son los ceros de una funcién
continua, luego pertenecen a la o-algebra de Baire. También se puede ver que si el espacio es ademéds 7
Axioma de Numerablidad, entonces todo abierto es unién numerable de conjuntos compactos, luego todo
cerrado es Gs. Por tanto, las o-algebras de Baire y Borel coinciden.

7. Conjuntos Convexos

En esta seccion, vamos a ver algunas propiedades sobre subconjuntos convexos en espacios vectoriales to-
poldgicos.

Definicién 7.1. Dado un subconjunto convexo K C X, un punto a € K se dice punto extremo si para todo
x,y € K, A\ € (0,1) tal que a = Az + (1 — A)y. El conjunto de puntos extremos de un subconjunto convexo
K se denota por ext(K).

Proposicién 7.1. Dado un conjunto convexo K en un espacio vectorial X, a € ext(K) siy sélo si K \ {a}
es un conjunto convexo.

8La tltima igualdad se ve para funciones simples de manera sencilla y se generaliza a funciones medibles a partir del teorema,
de la convergencia mondtona.
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Demostracion. Sia € ext(K), entonces dados z,y € K\ {a}, el segmento (z,y) := {Ay+(1-X)z: A € (0,1)}
estd contenido en K por la convexidad. Ademds, no contiene a a por la definicién de punto extremo.

Reciprocamente, si K \ {a} es convexo, entonces dados z,y € K \ {a}, (z,y) C K\ {a}, luego a ¢ (z,y).
Por tanto, a es un punto extremo en K. O

Definicién 7.2. Dado un subconjunto A de un espacio vectorial topolégico X, se define la envoltura convexa
de A, denotada como co(A), como la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a A.

Observacién 7.1. La envoltura convexa de un subconjunto A C X es claramente el menor conjunto
convexo que lo contiene. Ademads, puede entenderse como la unién de las envolturas convexas de todos los
subconjuntos finitos de A. De este modo,

co(A) = {Z/\iai :seN, )\ €(0,1], a; € A, Z)‘i = 1}

i=1 i=1

Proposicién 7.2. Dado un conjunto convexo K en un espacio vectorial X, a € ext(K) siy sélo si K\ {a}
es un conjunto convexo.

Demostracion. Sia € ext(K), entonces dados z,y € K\ {a}, el segmento (z,y) := {Ay+(1-X)z: A € (0,1)}
estd contenido en K por la convexidad. Ademds, no contiene a a por la definicién de punto extremo.

Reciprocamente, si K \ {a} es convexo, entonces dados z,y € K \ {a}, (z,y) C K\ {a}, luego a ¢ (z,y).
Por tanto, a es un punto extremo en K. O

Ejemplo 7.1. Si K € {R,C}, entonces B(K) es un conjunto convexo cuyos puntos extremos son aquellos
A € K tales que |[A| = 1.

Ejemplo 7.2. Consideramos el espacio [, y su bola unidad B(l,). Fécilmente, se ve que B(l») es convexo
vy que sus puntos extremos son las sucesiones en las que cada una de sus entradas valen 1 6 —1. Notese que
en este caso, no todos los elementos de norma 1 son puntos extremos de la bola unidad.

Ejemplo 7.3. Dado un espacio topoldgico €2 compacto y Hausdorff, consideremos el conjunto de funcionales
positivos ¢ en C(Q,R)* tales que ¢(xqn) = 1. Este conjunto es claramente convexo. Veamos que sus puntos
extremos son d,(f) := f(x) para todo z € Q.

Sean ¢1 y ¢2 dos funcionales positivos tales que d, = A¢1 + (1 — A\)¢d2 y sea f una funcién no negativa tal
que f(z) = 0. Entonces:

0= f(z) =0.(f) = A1 (f) + (1 = N)g2(f)
Como los funcionales son positivos, ¢1(f) = ¢2(f) = 0. Si f es arbitraria, con f(x) = 0, escribiendo
f=fr—f-,seveque ¢1(f) = ¢p2(f) = 0. De este modo, el niicleo de §, estd contenido en los niicleos de ¢
y ¢2. Como estos niicleos tienen codimensién 1, ¢; y ¢2 son proporcionales a d,. Asi, como 1 = §,(xq) =
d1(xa) = d2(xq), entonces §, = ¢1 = ¢2. Por tanto, &, es un punto extremo.

Para ver que estos son los tinicos puntos extremos del conjunto, sea ¢ otro funcional positivo normalizado.
Por el teorema [6.7] existe una medida positiva definida en la o-algebra de Baire tal que

o(f) = /Q fduVf € C@Q.R)*

Por la normalizacién, p(2) = 1. Si existe € X tal que u({xz}) = 1. Entonces ¢ = . En caso contrario,
podemos encontrar una particién {4, Ao} E| de ) formada por conjuntos no vacios y de medida no nula.
Entonces, las medidas

1(82) :
wi(E) = wENA), i=1,2
(E) 1(A;) ( )
definen funcionales positivos y normalizados ¢1 y ¢ tales que
(A1) 11(A2)
¢ = o1+ ¢
p@) (@)

de modo que ¢ no es un punto extremo.

9El lema de Zorn garantiza la existencia de un subconjunto de € minimal A entre los de medida 1. Si A contiene dos
puntos distintos, el lema de Urysohn implica que existe un conjunto Baire medible que contiene exdctamente a uno de los dos.
Intersecando con A obtenemos un subconjunto A; propio y no vacio de A1 medible. Entonces, ni A; ni A\ A1 tienen medida
1, por lo que tampoco tienen medida nula. Asi, u(A1) € (0,1), luego tenemos la particién buscada.
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7.1. Teorema de Krein-Milman

El teorema de Krein-Milman [7.1] nos dice que un conjunto compacto y convexo puede recuperarse a partir
de sus puntos extremos.

Lema 7.1. Sea X un espacio vectorial topolégico y A un subconjunto convexo. Si a € int(A4) y b € A,
entonces [a,b) := {Ab+ (1 —Na: X €[0,1)} Cint(A).

Demostracion. Fijamos A € (0,1) y consideramos ¢ := Ab + (1 — A)a. Como a € int(A) y X es un espacio
vectorial topoldgico, existe un entorno abierto del origen V tal que a+V C A. Asi, como A es convexo para
todo d € A se tiene que

ADAMA Q=N+ V)=Xd=Db)+ X+ 1-N(a+V)=[MNd—=b)+(1-NV]+c

Como b € A, entonces 3d € [b — A7(1 — A\)V|NA, puesto que =A™ (1—A)V es un entorno abierto del origen
porque las multiplicaciones por escalares no nulos son homeomorfismos de un espacio vectorial topoldgico en
s mismo. Con este d, se tiene que 0 € A(d —b) + (1 — AV, luego ¢+ U C A, donde U := A(d—b) + (1 - )V
es un abierto que contiene al cero. De este modo, ¢ € int(A). O

Teorema 7.1. (Krein-Milman) Si K es un subconjunto convexo, compacto y no vacio de un ELC X,
entonces ext(K) # 0 y K es el cierre de la envoltura convexa de ext(K).

Demostracion. Definimos U como el conjunto de los subconjuntos propios de K que son relativamente
abiertos y convexos. U # () puesto que () € U. Entonces, si Uy C U es una cadena (con respecto a la
relacién de orden dada por la inclusién). Entonces, Uy = UUeuo U es una cota superior de U. En efecto,
es abierto por ser unién de abiertos y dados z,y € Z/?O, existen Uy,Us € Uy tales que z € Uy e y € Us.
Sin pérdida de generalidad, por la condicién de cadena podemos suponer que U; C Us. Entonces, © € Us,
luego (z,y) C Us C Uy. La compacidad de K implica que U # K, puesto que en caso contrario, habria por
compacidad un subrecubrimiento finito de K y por la condicién de cadena habria un elemento de Uy igual
a K, lo que supone una contradiccién. Por el lema de Zorn, U contiene un elemento maximal U.

Si K tiene méas de un punto, U # () porque el espacio es Hausdorff y localemente convexo. Si z € U y
A € ]0,1], entonces definimos la aplicacién afin:

Tox:K—=K: y—= M+ (1-Nz

que estd bien definida por la convexidad de K. Entonces, T}, » es claramente continua (por ser el espacio
vectorial topoldgico) y afin, puesto que

ZO&j =1= TL)\ Zajyj =\ Zajyj - (1 - )\) ZO[]‘ xr = ZQJTL)\(yj)
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

donde a1,...,a; € Keyy,...,y; € K. Ademds, T, »(U) C U o, equivalentemente, U C TI_}\(U) Por la

afinidad y la continuidad T, 1+(U) es un abierto convexo, luego por la maximalidad de U, T, +(U) ha de ser
iguala U o a K.

Sin embargo, dado y € U, el lema implica que T} \(y) € U, luego U C T;;\(U) Como K es conexo por
caminos, en particular es conexo, por lo que al ser U ¢ {0, K} abierto, U no puede ser también cerrado,
luego U C U C T;;\(U) Por la maximalidad, la dnica posibilidad es que Tm_)l\(U) =K.

Supongamos ahora que a,b € K \ U son tales que a # b. Segin la demostracién de la proposicién
podemos encontrar un entorno abierto convexo de a, de la forma V, = {z € X : p(z — a) < €} para algin
p € P, tales que b ¢ V,. Entonces, U C U UV, que es un abierto convexo puesto que siz € U, y € V, y
A € (0,1), entonces Ty A(y) € Ty A(K) C U C UUYV,. Entonces, U UV, = K, lo que es imposible porque b
no puede pertenecer a este conjunto.

Asi, los conjuntos maximales de U son de la forma K \ {a}, donde a € ext(K) por la proposicién En
particular, la existencia de un elemento maximal implica que ext(K) # 0.

Para la segunda afirmacién, sea V un abierto convexo de X tal que ext(K) C V. Entonces, K NV es
un conjunto relativamente abierto en K y convexo por ser interseccion de conjuntos convexos. Si K ¢ V,
entonces K NV # K estarfa contenido en un conjunto maximal U € U, aplicando el lema de Zorn a los
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subconjuntos convexos propios de K que contienen a V. Como U = K \ {a} para cierto a € ext(K), entonces
se contradice que ext(K) C V. Por tanto, K C V.

Claramente, co(ext(K)) C K, luego como K es cerrado por ser un compacto en un espacio Hausdorff,
entonces co(ext(K)) C K. Ademds, co(ext(K)) es convexo por la proposicién Veamos que se da la
igualdad. Si existiese a € K \ co(ext(K)), entonces por el teorema de separacién de Hanh-Banach junto
con su corolario existirfa un z* € X tal que

sup {?Rx* (x):x € co(ext(K))} < R(z*(a))
Si consideramos el conjunto abierto y convexo

V={zeX:R="(z) <R(*(a))}

Entonces, ext(K) C V vy, por tanto, K C V. Sin embargo, a ¢ V por la definicién de este. Esto supone una
contradiccién, que prueba que K = co(ext(K)).

O
Corolario 7.1. ¢y no es el dual de ningin espacio normado.

Demostracion. Supongamos que lo fuese. Entonces, B(cg) serfa compacta con la topologia débil-estrella vy,
por el teorema [7.1] ext(B(co)) # 0. Asi, sea (z,,) € ext(B(co)). Por definicién lim,, o0 2, = 0, luego existe
N e N tal que |zn| < 1. Sea e € (0,1 — |zn]). Entonces:

{(zn) — exe(@X — 1) : A € [0,1]} € B(eo)

lo que contradice que (z,,) € ext(B(cp)). Esta contradiccién prueba que ¢ no es el dual de ningin espacio. [

7.2. El teorema del punto fijo de Schauder

El teorema del punto fijo de Schauder surge como una generalizaciéon del punto fijo de Brower, que es un
resultado que se demuestra con técnicas de la topologia algebraica.

Teorema 7.2. (Punto fijo de Brower) Sea n € Ny sea f : B(R") — B(R") una funcién continua. Entonces,
existe un punto z € B(R") tal que f(z) = =.

Demostracion. Ver [3]. O

Este resultado se generaliza facilmente a conjuntos compactos y convexos en espacios normados de dimensién
finita.

Proposiciéon 7.3. Sea K es un subconjunto compacto y convexo de un espacio normado X de dimensién
finita y sea f: K — K continua. Entonces, existe z € K tal que f(x) = .

Demostracion. Como X tiene dimension finita y en R™ todas las normas son equivalentes, X = R™, para
cierto n € N. Entonces K es acotado, luego K C rB(X), para cierto r € (0,00). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que r = 1. Sea ¢ : B(X) — K la funcién que asocia a cada punto x € B(X) el tnico
punto y € K tal que ||y — z|| = d(z, K). La existencia de y se debe a la compacidad de K y la unicidad a
su convexidad. La continuidad de ¢ puede verse de manera geométrica. Entonces, fo ¢ : B(X) — B(X) es
continua, luego tiene un punto fijo = por el teorema Como Im(f o ¢) C Im(f) C K, el punto fijo tiene
que estar en K. Por 1ltimo, como ¢|x = Idk, entonces f(z) = x. O

El teorema del punto fijo de Schauder es una generalizacién a espacios normados de dimension infinita. Para
ello, debemos considerar tinicamente aplicaciones compactas.

Definicién 7.3. Dado un espacio normado X y F C X, una funcién f : E — X se dice compacta si es

continua y f(A) es compacto siempre que A C E esté acotado.
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Lema 7.2. Si K es un subconjunto compacto de X, ¢ > 0 y A es un subconjunto finito de X tal que
K Cc {z € X :d(z,A) < €}, entonces la aplicacion

2 aca Ma(2)a

ZaGA ma(x)

donde m,(z) = méx{0,e — ||z — a||}, es continua y verifica que ||¢a(z) — z| < e Vz € K.

palz): K—>X: 2

Demostracion. La continuidad de ¢4 se sigue de que ) ., ma(z) > 0 Vo € K. En cuanto a la segunda
afirmacién, como ||z — a|| < € para cada € K y a € A para el cual m,(z) # 0, entonces,

s Byt

[pa(z) —z| =

O

Teorema 7.3. (Punto fijo de Schauder) Sea F un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio
normado X. Si f: E — X es una aplicacién compacta que verifica que f(FE) C E, entonces existe x € E
tal que f(z) = x.

Demostracion. Sea K = W C E. Como K es compacto por ser f compacta, K es totalmente acotado
y para cada n € N, existe un conjunto finito A,, tal que K C {x € X :d(z,A,) < %} Sea ¢, = ¢a, la
aplicacién dada en el lema Por definicién, ¢, (K) C co(K) C E, puesto que E es convexo. La funcién
fn=¢no f: E— E verifica, por el lema[7.2] que

1fn(@) — F(&)] < % Ve R

Por otro lado, sea X,, := Span(4,,) y F, = ENX,. Asi, E, es convexo por ser interseccién de conjuntos
convexos y es compacto por ser cerrado y acotado en el espacio de dimension finita X,,. Ademds, f, es
continua y verifica que f,(E,) C X,, N E = E,. Asi, por la proposicién existe un punto z, € E, tal
que fn(z,) = 2y.

Ast, {f(x,)} C K tiene una subsucesion {f(xn,)} que converge a cierto zg € K. Como fy,(#n;) = n,, se
tiene que

1
ln; = ol < Wl fn; (@n;) = fl@n )l + 1f (@n;) = 2ol < =+ |lf (@n;) = 2ol
J

Por tanto, ZTp; —> Zo, Y COMO f es continua, entonces

f('l:o) = Hm f(znj) = Hm fnj (xn]) = Hm xnj = T
j—o0o J—0o0 J—

7.3. Teorema de Krein-Smulian

El teorema de Krein-Smulian se aplica a topologias débiles-estrella en espacios de Banach X. En la topologia
débil, si tenemos un conjunto cerrado A, entonces AN{z € X : ||z|| < r} también es cerrado en la topologia
débil por ser interseccién de cerrados, debido al teorema Este teorema también nos dice que el reciproco
es cierto en conjuntos convexos: si A es un conjunto convexo tal que AN {x € X : ||z|| < r} es cerrado con
la topologfa débil-estrella para todo r € (0,00), entonces A es cerrado con dicha topologia. Por el teorema
5.3) inicamente es necesario ver que es cerrado respecto de la norma del espacio de Banach. Para ello sea
(xn) C A tal que z, — xo € X. Como esta sucesion es convergente es acotada por cierto r € (0,00) y como
An{x € X : ||z|| < r} es cerrado en al topologia del espacio de Banach, por serlo en una topologia menos
fina como es la débil-estrella, entonces xg € A.

También podemos estudiar esta propiedad en la topologia débil-estrella definida en X*. Si A es cerrado
y convexo con la topologia débil estrella, entonces AN {z* € X* : ||z*|| < r} es cerrado, porque la bola
lo es por la proposicién y el teorema y porque la intersecciéon de cerrados es un conjunto cerrado.
Sin embargo, nos podemos preguntar qué ocurre con el reciproco. Si X es reflexivo, entonces esto es lo que
acabamos de comentar para la topologia débil. Sin embargo, si X no es reflexivo, entonces es més complejo
y se conoce como el teorema de Krein-Smulian. No obstante, antes de demostrar este teorema debemos
considerar algunos lemas previos.
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Definicién 7.4. Dado un ELC X, si A C X, la polar de A, denotada por A°, es el subconjunto de X*
definido por
A :={z* € X" :|z"(a)| < 1Va € A}

Anélogamente, si B C X*, la prepolar de B, denotada por °B es
°B:={x e X :|[b*(x)] <1Vb* € B}

Por tltimo, la bipolar de un conjunto de un conjunto A C X es °(A°).

Lema 7.3. Si X es un espacio de Banach y r > 0, sea F,. la coleccién de todos los subconjuntos finitos de
{z € X : ||z|| < r~'}. Entonces,
ﬂ Fe={z"eX":|z*|<r}
FeF,

Demostracion. Claramente, si ||z*|| < r, entonces z* € F°, VF' € F,. Por tanto, {z* € X* : |z*|| <r} C
Nper, F°

Recfprocamente, si ||2*|| > r, 3z € X tal que |z|| < 1y |2*(x)| > r. Entonces, {r~'z} € F,, pero por
linealidad |«*(r~'z)| > 1. Por tanto 2* ¢ (\pc 7 F°. De este modo, hemos obtenido la igualdad deseada. [

Lema 7.4. Si X es un espacio de Banach y A es un subconjunto convexo de X* tal que AN {z € X* :
[lz*|| < r} es cerrado con la topologia débil-estrella para todo r € (0, 00) y, ademés, ANB(X*) = 0, entonces
Jr € X tal que R (z*(x)) > 1 Vz* € A.

Demostracion. El primer paso de la demostracién consiste en ver por induccion que existen conjuntos finitos
Fy, Iy, ... de X tales que
nF, C B(X), nB(X*)NNr_sFgnA=0

El caso n = 0 se obtiene definiendo F := {0}. Para el caso general, supongamos que Fy,..., F,_; han sido
escogidos y sea
n—1
Q=m+1)BX* )N (| FfnA
k=0

Entonces, ) es compacto en la topologia débil-estrella ya que por el teorema B(X*) es compacto y
(n+1)B(X*) también lo es porque la multiplicacién por escalares no nulos es un homeomorfismo del espacio
vectorial en s{ mismo. La polar de un punto {xo} C X es cerrado porque los funcionales z* € X* — z*(z)
son continuos por la definicién de la topologia débil-estrella y la polar es, precisamente, la imagen inversa
de la bola unidad de K. Asi, las polares de conjuntos son intersecciones de cerrados, luego son cerrados.
Ademads, al intersecar AN(n+1)B(X*) obtenemos un conjunto cerrado por hipétesis, luego @ es un conjunto
cerrado de un compacto, luego es compacto.

Por tanto, si Q N F° # () para todo conjunto finito F' C n~'B(X), entonces por la compacidad de Q E
QN ﬂ{FO : F finito, F C n™'B(X)} #0
Y por el lema[7.3] esto es equivalente a que
QNnB(X)#0

lo que contradice la hipétesis de induccién. De este modo, existe un subconjunto finito F,, C n~1B(X) tal
que Q N F° = 0.

Tomamos {F,}22; verificando estas condiciones. Claramente,
o0

An(Fe =0
n=1

Como es un conjunto numerable, si dotamos a |J;; F;, de un orden, podemos formar una sucesién {x, }.
Esta sucesién verifica que lim,,_,||z,|| = 0, pues Gnicamente una cantidad finita de elementos tiene norma

10La interseccién finita de polares de ciertos conjuntos es la polar de la unién. Por tanto, este resultado se deduce de que
ninguna interseccién finita es vacia. El hecho de que la interseccién final sea no vacia se deduce de la propiedad de intersecciones
finitas de cerrados en conjuntos compactos.
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mayor que %7 para todo n € N. Asi, si 2* € X*, entonces {x*(x,,)} € ¢o. De este modo, podemos definir el

siguiente funcional lineal
T:X*"—>co: "= {z%(zn)}

Asi, por la linealidad de T', T'(A) es un subconjunto convexo de ¢o. Ademds, como AN 2, F2 = (), entonces

T (z")|| =supx™(x,) >1Vz" € A
neN

de modo que T(A) N B(cp) = (. Asi, el conjunto
T(A)—B(cy)={z—y:x2e€T(A),yeB(cy)} ={z € X :d(z,T(A))} <1

es un conjunto cerrado, porque la funcién distancia a un conjunto es continua, que no contiene al cero y que

es convexo por ser la resta de conjuntos convexos. Entonces, por el teorema de separacion de Hahn-Banach
. . . .

y el corolario existe un funcional f € Iy = ¢ tal que

Rf(z) >0Vz € T(A) — B(co) = Rf(T(z")) > Rf(y), Va* € A, Vy € B(c})

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ||f|| = 1. Entonces

1< (i f(n)z*(zn)> Ve e A

Como f €lyy ||f(n)zn] < |f()|||zn]l < |f(n)] porque z, € B(X), la sucesién de sumas parciales es de
Cauchy y podemos considerar, debido a que X es completo, la suma

T = Z fn)z,

Entonces, como los elementos del dual 2* son continuos:

R (z*(z)) =R (Z f(n)z*(zn)) >1Ve*e A

O

Teorema 7.4. (Krein-Smulian) Si X es un espacio de Banach y A es un conjunto convexo de X* tal que
An{z* € X* : ||z*|| < r} es cerrado con la topologia débil-estrella para todo r € (0,00), entonces A es
cerrado con la topologia débil-estrella.

Demostracion. Sea xog € X*\ A. Como la topologfa de la norma es més fina que la topologia débil-estrella,
An{z* € X* : ||l2*|] < r} es cerrado con la topologia de la norma. Para ver que A es cerrado con esta
topologia, tomamos una sucesion (y) C A, tal que y) — y{, con la topologia de la norma. En particular,
la sucesién ||y;|| estd acotada por cierto M € (0,00), luego estd contenida en AN {z* € X* : ||z*| < M}.
Como este conjunto es cerrado con respecto a la norma, y5 € AN {a* € X* : ||z*|| < M} C A.

De este modo, 3r € (0,00) tal que {z* € X* : ||[z* — z§|| < r} N A = (). Entonces,
BX)Nnr Y A—z}) =0

Como las traslaciones y los productos por escalares no nulos son homeomorfismos de un espacio vectorial
topolégico en si mismo y las bolas trasladadas son subconjuntos cerrados de bolas mas grandes centradas
en el origen, r (A — x¢) verifica las condiciones del lema y, entonces existe x € X tal que

R(z*(z)) > 1Va* € r (A — x0)

Como x es un funcional continuo con la topologia débil-estrella, 7! ({z € K: Rz > 1}) es un conjunto
— (b
cerrado, que contiene a 7~ 1(A — ) pero no contiene a 0, es decir, 0 ¢ r—1(A — :170)( ). De nuevo, como

las traslaciones y multiplicaciones por escalares no nulos son homeomorfismos en los espacios vectoriales

topoldgicos, xg ¢ Z(db*). Asi, A= Z(db*), de modo que A es cerrado en la topologia débil-estrella. O
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Una consecuencia del teorema de Krein-Smulian es que, si el espacio de Banach X es separable, podemos
caracterizar los conjuntos cerrados en funcién de que sean cerrados por sucesiones, siempre que sean Convexos.
Esta caracteristica se cumple en todos los espacios topolégicos que verifican el I Axioma de Numerabilidad,
pero que a priori no la tenfamos en la topologia débil-estrella.

Corolario 7.2. Si X es un espacio de Banach separable, un subconjunto A C X* convexo es débilmente-
estrella cerrado si y sélo si es secuencialmente cerrado con dicha topologia.

Demostracion. Si A es cerrado, también lo es secuencialmente. Reciprocamente, como X es separable,
rB(X*) es metrizable Vr € (0,00), por el corolario Por tanto, A NrB(X™*) es cerrado si y sélo si es
secuencialmente cerrado, pues esta equivalencia se tiene en espacios métricos. Por tanto, si A es secuencial-
mente cerrado, A NrB(X™*) es cerrado, y por el teorema de Krein-Smulian A es cerrado. O

8. Compacidad débil

8.1. Teorema de Eberlein-Smulian

El teorema de Alaoglu [6.1] afirma que todos los conjuntos cerrados y acotados son compactos en la topologia
débil-estrella del dual de un espacio normado. En esta seccién, queremos caracterizar la compacidad de
subconjuntos de un espacio de Banach con la topologia débil. Para ello, debemos considerar un resultado
preliminar de andlisis funcional

Teorema 8.1. (Principio de Acotacién Uniforme) Sea X un espacio de Banach e Y un espacio normado y
sean T; : X — Y, donde i € Z e Z es un conjunto de indices, un conjunto de operadores lineales acotados.
Entonces

sup{||Ti|| : i € I} < o0 < sup{||Ti(z)| : i € I} < oo V& € X

Demostracion. (=): Dado x € X, se tiene que

ITs (@)l < [ Tillllz]l < sup{lITil : @ € Z}{|| < o0

(<): Sea Ay, := N;ez T, '(nB(Y)). La hipétesis sup{||ﬂ(x)|| 11 €I} < oo Vr € X equivale a que X =
UOO A,. Como X es completo por el teorema [3.2| aplicado a los complementarios, se deduce que existe
no € N tal que Int(4,,) # 0. Sea zy € Int(A, ), luego existe & > 0 tal que zg + dB(X) C A,,. Por
tanto, para cada i € I, IT:(x0) + oul| < no Yu € B(X). Como ademds ||T;(xo)]| < no, se llega a que
[T;(u)|| < 22 Vu € B(X). Por la definicién de la norma de un operador,

175l < 0 i €T =sup{||Ti| : i € I} < 0 <0

6 6

O
Teorema 8.2. (Eberlein-Smulian) Sea X un espacio de Banach y A C X. Entonces, con la topologia débil,
son equivalentes:
1. Toda sucesién de elementos en A tiene una subsucesién convergente en X.
2. Toda sucesién de elementos en A tiene un punto de acumulacién en X.

3. A es relativamente compacto, es decir, su adherencia es compacta.

Demostracion. (1) = (2): Claro.

(2) = (3): Para cada funcional lineal y continuo z’, el conjunto z'(A) C K verifica la hipdtesis (2), luego
tiene que ser acotado. Considerando los elementos de A como elementos del espacio bidual, el teorema de
acotacion uniforme implica que j(A) es acotado. Por la proposicién y el teorema sabemos las
bolas rB(X) son cerradas, luego j(A) esta contenido en alguna bola centrada en el origen por estarlo

db* —(db"
también j(A), es decir, que j(A)( ) estd acotado. Por el corolario j(A)( ) es compacto.

Veamos que j(A)(db ) C J(X). Para ello, sea z € j(A) y sea i € X' de norma 1. Como z estd en el
cierre de j(A), existe a1 € A tal que |z —j(a1)(z})] < 1. Sea F':= Kz + K(z — j(a1)). Como este subespacio
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es de dimension finita, su esfera unidad es compacta y, por tanto, localmente acotada. De este modo, hay
puntos z1,...,z, de norma 1 en F tal que para cualquiera otro y € F de norma 1, entonces exista algin
m=1,...,n tal que |ly — z,|| < 3. Como z,, : {z’ € X' : [|2/|| =1} - K: &’ — z,,(2') son funciones con
dominio conexo ['!] la imagen es conexa, luego existe 2/, € X’ de norma 1 tal que z,(2/,) = 3. Entonces,
para cada y € F, se tiene que

( 1
méx(y(al,) m=1,..n} > Ly

De este modo, existen puntos z5, .. ., z;@) € X’ de norma 1 tales que
. / 1 ,
méx{y(zp,) :m=2,...,n(2)} = S|yl Vy € Kz + K(z — j(a1))

——(db*
De nuevo, como z € j(a)( , existe ag € A tal que

méx{|(z — j(a)) (@) i m =1, ... n(2)} < %

Continuando este proceso, para todo k € N encontramos (

7x;l(k) € X' denorma 1y a, € a
tales que

k—1)4+17 "

mix{y(ey) s m=n(k ~ 1) + 1, n(k)} > 5yl Vy € Kz + Kz — jar) + -+ Kz — j(ax1))

Y, ademas,
1
max{|(z — j(ag)) (@) :m=1,...,n(k)} < Z

Por hipdtesis, existe un punto de acumulacién = de la sucesién (a,,). Como Span({a, : n € N}) es cerrado
con la topologia débil, por el teorema entonces x € Span({a, : n € N}). Por construccién,

sup{[y(#%,)] : m € N} 2 Syl ¥y € Span({z — j(an) : n € N}) + Kz )

Entonces, esta desigualdad también es cierta, debido a la continuidad para cualquier punto en el cierre de
este subespacio y, en particular, para z — j(z).

Fijado m € N, tomamos N € N tal que m < n(N). Asi, para todo r > N se tiene que

|(z = 3 (@) (@] < [(z = d(ar)) (@,)] + [ (G ar) — () ()] < % + () (ar — )]

Como z es un punto de acumulacién de {a, : n € N} con la topologia débil, existe un ag, donde k > N tal
que
[ty — )| < 3 = |2 = () )| <
m N m N
Como esto vale para N arbitrariamente grande, (z — j(z))(z],) = 0 ¥m € N. Asi, por la desigualdad dada
enfl] |z — j(z)|| = 0, luego z = j(z) € j(X).
Como j : (X, db) — (X**,db*) define claramente un homeomorfismo sobre la imagen, puesto que las topo-

R— d *
logfas estan definidas por las mismas funciones, entonces j~* <j(A)( ) es un conjunto compacto con la

s s . —(db . . .
topologia débil que contiene a A. Por tanto, A( ) serd, compacto con dicha topologia.

(3) = (1): Sea {a, } C A una sucesién de elementos contenida en A. Entonces, por el lema Span({a, : n € N})
es separable y, por el corolario Span({a, : n € N})N A es metrizable, pues esta contenido en un conjunto
compacto, que si es metrizable por dicho corolario y la metrizabilidad se hereda en la topologia del subes-
pacio. Entonces, toda sucesién (a,) contiene una subsucesiéon convergente a un elemento de Span({a,})
con la topologia débil de este espacio. Como esta topologia es la restriccion de la topologia débil en X al
subespacio, por la proposicién [5.2] la convergencia de la subsucesién también se da en la topologfa débil de
X. O

1 Obviamos el caso en el que X es real y de dimensién 1, caso en el que el teorema es evidente
128e ve facilmente para y de norma 1 y para normas mayores se verifica también porque la desigualdad es positivamente
homogenea.
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Corolario 8.1. Dado un espacio de Banach X, un subconjunto A C X es compacto con la topologia débil
si y sélo si para todo subespacio separable y cerrado M C X, AN M es compacto con la topologia débil de
M.

8.2. Teorema de James

Dado un espacio de Banach real X, como los funcionales del dual son continuos cuando se dota a X de la
topologia débil, si A C X es un conjunto compacto con dicha topologfa, entonces z*(A4) C R es un conjunto
compacto fijado un z* € X*. Esto implica que Jz¢ € A tal que

2" (xg) = sup{z*(a) : a € A}

El reciproco también es cierto, pero es un resultado mucho mas profundo, conocido como teorema de James.
En primer lugar, lo veremos para espacios separables, y a partir de ahi obtendremos los corolarios que
se deducen de este teorema. La prueba del caso general tiene ideas similares pero alguna complicacion
técnica. Sin embargo, el corolario [8.1 nos dice que para estudiar la compacidad, con la topologia débil, en
un subconjunto A C X, unicamente hay que estudiarla en la interseccién de A con todos los subespacios
separables. Por ello, aunque expondremos la demostracion del caso general al final, deduciremos algunos
corolarios en espacios de Banach generales a partir del teorema de James en su versiéon para espacios
separables, cuya demostracién es mas sencilla. Antes de probar el teorema de James, necesitamos considerar
algunos lemas.

Lema 8.1. Sea A un subconjunto acotado de un ELC X. Entonces, A es relativamente compacto si y solo
si para cada par de sucesiones {z,} C Ay {¢n} C B(X™), entonces

lim lim ¢, (z,) = lm lim ¢, (z,)
n—00 M—00 m—00 N—00

suponiendo que todos los limites existen.

Demostracion. Si A es relativamente compacto con la topologia débil, existe un punto de acumulacién xg
de {z,}, con la topologia débil. |E| Ademéds, como B(X*) es compacta con la topologia débil-estrella por el
teorema de Alaoglu {¢n} tiene un punto de acumulacién ¢g, con dicha topologfa.

Fijado n € N, como j(z,) € X** es un funcional continuo con la topologia débil-estrella, ¢o(x,) es un
punto de acumulacién de {¢., ()}, luego si el limite existe, entonces lim,,— oo O (zn) = do(xy,). De nuevo,
oo € X* es continuo con la topologia débil, luego ¢o(z) es un punto de acumulacién de ¢g(z,,). Por tanto,
si existe el limite, se tiene que

JinJim () = Jim_ do(en) = do(ao)

De manera andloga, se llega a que el otro limite también toma el valor ¢g(zg), luego son iguales.

Para el reciproco, como A es acotado, entonces j(A) también es acotado, donde j : X — X** es la inclusién
canodnica en el espacio bidual, que es un homeomorfismo sobre su imagen si se dota a X de la topologia
débil y a X** de la topologia débil-estrella. Como las bolas rB(X**) son compactos con la topologia débil-

(db™)

estrella (teorema , luego son cerrados porque esta topologia es Hausdorff. Por tanto j(A) también

———(db
son acotados con esta topologia. Por tanto, j(A)( ) es compacto, por ser un cerrado del compacto rB(X**)

para cierto r € (0,00). De este modo, para ver que A es relativamente compacto, inicamente hace falta ver

——(db ——(db"
que j(A)( ) C j(X), puesto que en tal caso, 51 (j(A)( )) serd un conjunto compacto que contendra a

A.

Por tanto, si A no es relativamente compacto, existe ® € m(db ) \ j(X). Esta condicién es equivalente
a que ® no sea continua con la topologia débil-estrella, por el teorema La continuidad en un espacio
vectorial topolédgico es equivalente a la continuidad en 0, luego existe un entorno U de 0 € K tal que cada
entorno de 0 € X* con la topologia débil estrella contiene a un elemento ¢ € X* tal que ®(¢) ¢ U.

Asi, dado x; € A, existe ¢1 € B(X™) tal que |¢1(z1)| <1y ®(¢1) € U. Ahora como ¢ € m(db ), podemos
encontrar z3 € A tal que |(j(z2) — ®)(¢1)| < 3. Nuevamente, por la no continuidad de ®, existe ¢, € B(X*)

13Esta implicacién del teorema de Eberlein-Smulian es cierta en cualquier espacio topolégico.
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tal que |@2(21)| < 3, |¢2(z2)| < 3 y, ademds, ®(¢2) ¢ U. Este proceso inductivo contruye dos sucesiones
{zp} € Ay {¢n} € B(X*) que verifican que

[ . . 1
max{|(j(zn) —@)(¢;)|:d=1,...,n—1} < -
[ . 1
max{|¢n(xj)\ )= 17' . 771} < ﬁ
donde, ademads, ®(¢,,) ¢ U ¥n € N. De aqui, se sigue que

lim  lm ¢ (zn) =0
n—o0 Mm—0o0

y que
lim ¢, (z,) = () €U

n— oo

Sin embargo, {®(¢.,)} C R es una sucesién acotada por ||®||, luego contiene una subsucesién convergente a
cierto y ¢ U. Tomando esta subsucesion, se llega a una contradiccion. O

Lema 8.2. Sea p una funcién sublineal en un espacio vectorial X, sea K C X un subconjunto convexo, sea
u€ X ysean o, 3,8 € (0,00). Si inf{p(u+ Bz) : v € K} > af + p(u), entonces existe xg € K tal que

inf{p(u+ Bxo + Bx):xz € K} > af’ + p(u+ Bxg)

Demostracion. Sea 6 = inf{p(u + Bxo + f'x) : v € K} — af — p(u) > 0. Como K es convexo, para todo

Zo,y1 € K se tiene que z := mg%g:’“ € K. Entonces, de la subaditividad de p se deduce que
/ /u
p(u+ Bro+B'y1) >p ((1 + %) (u+ Bz)> —p (Bﬂ)

De este modo, tomando infimos se tiene que

f{p(u+ Bzo + B'y) 1y € K} > (1 i g) nfiplu+ fz) 1w € K} - %p(u) -

af’ + inf{p(u+ Bx) :z € K} +

!/
=4
B
Por la defincién de infimo, podemos encontrar un xg € K tal que p(u+ fzg) < inf{p(u+px):x € K} + %(5,
lo que completa la prueba. O
Ahora, estamos en condiciones de afrontar la prueba del teorema de James.

Teorema 8.3. (James, caso separable) Sea A un subconjunto acotado y débilmente cerrado de un espacio
de Banach real y separable. Si todo funcional continuo de X alcanza su supremo, entonces A es compacto
con la topologia débil.

Demostracion. Supongamos, por reduccién al absurdo, que A no es compacto con la topologia débil. Por
el lema podemos suponer, tal vez cambiando de signo las ¢,,, que existen sucesiones {z,} C Ay
{dm} C B(X™) tales que los siguientes limites existen y verifican que

lim lim ¢p(x,) — lim  lm ¢, (z,) >0

m—o0 Nn— 00 n—o0 Mm—0o0

De este modo, para todo k salvo una cantidad finita, que despreciamos, se verifica que

lim (¢(e0) = lim o)) > 2r

para cierto r > 0. De este modo, 3N (k) € N tal que

o (xn) — h’_I)n Gm(Tn) > 1 V¥n > N(k)
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Ademds, B(X™*) es compacto con la topologia débil-estrella, en virtud del teorema Si X es separable,
entonces B(X™*) también es metrizable, luego existe una subsucesién de ¢,, convergente a ¢g € B(X™). |E|

Definimos los conjuntos K,, = co ({¢m} : m > n}) y el funcional sublineal de X* dado por
oa(@) :=sup{p(z) 1z € A}, o€ X*
Por la observacién todo ¢ € K se escribe como ¢ = > | X\i¢m,, donde \; > 0 Vi = 1,...,sy
>oi_1 A = 1. De este modo, si n > max{N(mq),..., N(ms)}, entonces
S
oa(®—¢o) = (¢ — ¢o)(@n) ZA (m, = d0) (@) 27 Y _Ni=r
i=1
Sea también la sucesiéon de numeros reales definida por 3, := % Esta sucesién verifica que

= 1
5%2151* n+1'Z n+1 E:’nlinéoj Z P =0

0 k=n+1

Por el lema aplicado con p =04, K = K1 —¢o,u =0, = 5, 3 = p1 y ' = (2, obtenemos la existencia
de ¥; € K tal que

inf{oa(B1(v1 — ¢o) + Bo(¥ — o)) - € K1} > %527“ +oa(Br1(t1 — ¢0))

Inductivamente, este lema[8.2] aplicado con K = K, — o, u = Y021 Bi(thi— o), @ =5, 8= fny 8' = Busa
(la hipétesis de induccién es la hipétesis del lema con un conjunto convexo mayor), proporciona la existencia
de un ¢, € K, tal que,

inf {UA (Z Bi(vi — ¢o) + Bn1(¥ — ¢0)> pe Kn} > %Bn-‘rl""JFO'A (Z Bi(vi — ¢0)>

=1

El tltimo paso es ver que el funcional, bien definido porque ||¢;]| <1y la serie > > | 3, es absolutamente
convergente,

= Bn(tn — o)

no alcanza su supremo. Supongamos que si que lo hiciera en un punto zy € A, es decir, o4(®) = (x0).
Entonces, denotando por 7 := sup{oa(¢) : ¢ € K1 — ¢} < 0o porque K; y A estdn acotados, tenemos que

> Br(Wr — ¢o)(wo) = Z Br(ti — ¢o)(z0) = t(z0) — Z Br=0a(®) =Y B>

k=1 k=n+1 k=n+1 n+1
oA (Zﬁk("/}k_(bO)_UA (Zﬁk (Yr — ¢o) — )-7 > B>

k=1 k=1 k=n-+1
oA (Zﬂk(lﬁk—% ) -2y Z Br > 5n7“+UA <Zﬁk (Vr — o ) -2y > B>

k=1 k=n+1 k=n+1
*Bnr + Z Br(¥r — ¢o)(xo) — 2v Z Br

k=n-+1
Por tanto,
(Yn — do)(z0) > ;T - 2’)’6 Z Bk = liminf(¢n — ¢o)(20) > g
"= n+1

14Es en este punto en el que necesitamos que X* sea separable. Si no asumimos esta hipétesis, sélo podemos asumir que
existe un punto de acumulacién, pero al no ser este espacio topolégico necesariamente I Axioma de numerabilidad, no tiene
porque existir una subsucesiéon convergente a ¢g. Esta subsucesién es necesaria en la parte final de la demostracién. Asi, el
caso general del teorema de James requiere alguna complejidad técnica extra.
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Sin embargo, como 1im,,;—co &m(x0) = Po(z0), entonces existe N € N tal que |¢n,(x0) — do(x0)| < € Ym >
N. Entonces, |[tm(x0) — do(zo)] < € ¥Ym > N, es decir, limy, o0 ¥m (o) = ¢o(x0), lo que contradice la
desigualdad probada. Esta contradiccién prueba que v no alcanza su supremo.

O

Corolario 8.2. (Krein-Smulian) Si X es un espacio de Banach real y K es débilmente compacto, entonces
co(K) es débilmente compacto.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que X es separable. Como K es débilmente compacto, ha de
ser acotado, puesto que el teorema [8.2| implican que toda sucesién ha de tener una subsucesién débilmente
convergente y que, por el teorema |8.1] serd acotada.

Por la observacién co(K) también es acotado. Asi, la proposicién y el teorema implican que
co(K) también es acotado. Si z* € X*, de su linealidad, junto con la observacion se deduce que

x*(co(K)) = co(z*(K)). Como K es débilmente compacto, existe zg € K tal que

x*(xg) = sup{z*(K)} = sup{co(z*(K)} = sup{z*(co(K))} = sup{z”(co(K))}

donde la tultima igualdad se debe a que z*(co(K)) C z*(co(K)) debido a la continuidad de x. Por tanto z*
alcanza su maximo en zg € co(K). Como z* € X* es arbitrario, el teorema de James implica que co(K)
es débilmente compacto.

Para ver el caso no separable, sea {z,,} C co(K). Por la observacién[7.1] para cada n € N, existe un conjunto
finito F,, C K tal que z,, € co(F},). Sea F :=|J;_, F,, y sea M = Span(F,,), que es un subespacio separable
por el lema Asi, K1 := K N M es débilmente compacto y {z,} C co(K1). El caso anterior implica
que co(K7) es relativamente compacto, luego el teorema de Eberlein-Smulian afirma que existe una
subsucesién {z,, } convergente a cierto x € co(K;) C co(K) Nuevamente por el teorema co(K) es
débilmente compacto. O

Teorema 8.4. (James, caso general) Sea A un subconjunto acotado y débilmente cerrado de un espacio de
Banach real. Si todo funcional continuo de X alcanza su supremo, entonces A es compacto con la topologia
débil.

Demostracion. Supongamos que A no es débilmente compacto. Entonces, segin el corolario [8.1] existe un
subespacio separable y cerrado Y C X tal que Ap := ANY no es débilmente compacto, pero sigue siendo
cerrado en la topologia débil de Y porque esta coincide con la topologia como subespacio, por la proposicién

Asi, segin el lema existen sucesiones {z,} C Ao v {¢n} C B(Y™) tales que

lim lim ¢y (z,) — lim lim @ (z,) >0

m—00 Nn—r 00 n—oo m—r0oQ

Por el corolario los funcionales ¢,, se extienden a @ € B(X*). Por el teorema m B(X*) es compacta

con la topologia débil-estrella, luego {¢,} tendrd un punto de acumulacién en cierto ¢y € B(X*). La
restriccién de este funcional a Y, llamémosla ¢g € B(Y™) es claramente un punto de acumulacién de {¢,}
con la topologia débil-estrella de Y. Como la topologia débil-estrella es metrizable en B(Y™*), existe una
subsucesién de {¢, }, que denotaremos indistintamente, que converge a ¢g con la topologia débil-estrella de
Y. En particular, pasando a esta subsucesion, tenemos que lim,, oo ¢m () = ¢o(z) Vo € Ap.

Por el lema existe r > 0 tal que para todo k € N, existe N(K) € N tal que

ox(zn) — lim @ (xy) > r Vn > N(k)

m— o0
De este modo, para todo ¥ € K; := co ({q@n 'n € N}) se tiene que

oA(¥ — ¢o) = sup{¥(z) — do(@) : @ € A} > sup{y(z) — o(z) : x € Ag} >

Sea K1 := co ({(Zn in € N}) Como K es separable, tomamos un subconjunto denso y numerable {6,, :

n € N}. La sucesion {61,601, 0,01, 605,05 ...} tiene puntos de acumulacién en todo K. Asi, sustituimos {6, }

15No distinguimos entre cierre con las topologias débil y de la norma, porque son iguales debido al teorema
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por esta tltima. Inductivamente, para cada k € N existe a; € A y subsucesiones {¢£lk)} C {¢£lk71)} tales que

1
.. E_1 A k—1
Ox(ar) — Hminf 6~ (ay) > o (6 — lminf o)) - o3

lim ¢(k) (a) = lim inf ¢(k 1)(a;{;)

n—oo n—oo

Si tomamos la subsucesion diagonal $n = ¢$l"). Asi, para todo k € N existe el limite lim,, an(ak) =
lim,, 00 ¢§,k)(ak) y verifica para todo k € N que

~ 1 1 ~ ~
oa (0n —liminf ¢, ) = ¢ < oa (0 —Hminf ¢{V) = < u(ar) = lim G () < 0 (ek — limsup ¢n>

n—roo

Como todo 6 € K; es punto de acumulacién de {6, }

oA (f — lim inf $n) — o4 (9 — limsup %) Vo € K, (2)

n—oo

Todo lo que hemos hecho anteriormente, vale para la subsucesién {¢, }, quizd con un punto de acumulacién
distinto ¢¢ y con un K; reducido.

Tal como se hizo en la demostracién del teorema de manera completamente andloga se construye en
funcional utilizando la sucesién {¢,}

(oo}

=

donde ¢, € K,, = co ({(bm tm > n}) era el elemento dado por el lema Consideremos también la

3

sucesién {¢,} C B(X*) que contiene un punto de acumulacién débil-estrella 19 € B(X*) por compacidad.

Consideremos el funcional -
)= Bul®
n=1

Suponemos que 1 alcanza su supremo en un punto zo € A, es decir, "(Z(Zo) = O’A({/j) Vr € Ap. Entonces,
siendo v :=sup{oa(¢) : ¢ € K1 — 1hg} < 00, tenemos que

> B(wr — o) (o) = P(wo) — Y Brlwhn — o) (wo) > ¥(z0) — 7 Z B = oa(v 72@_

k=1 k=n+1 k=n+1 n+1
oA (Zﬁk(wk—%)—a,q (Zﬁk Ve — tho) — >—7 > B>

k=1 = k=n-+1

n n—1 o]
oA (Zﬁk(%—% ) -2y Z Br > /67LT+UA (Zﬁk Vi — tho) ) -2y > B>

k=1 k=n-+1 k=1 k=n-+1

ﬁnr+25k Y — o) (z0) — 27 Z Br

k=n-+1

donde hemos utilizado que
{UA('L/)n - ¢0)7 UA(wn - 50)} C |:UA (1% — lim sup gk) yTA ('(/}n — lim inf $k>:| Vn € N
k—00 k—o0
y estos dos tultimos son iguales en virtud de la ecuacién [2} Por tanto, o4 (¢, — o) = ca (¥, — 50) Vn € N

el desarrollo anterior es analogo al caso separable, puesto que también se verifica la desigualdad del lema
al sustituir ¢g por 1y. De este modo, tenemos que

1 T
(Y — o) (@0) > 27— 2y Z B = Miminf (v, — 1) (20) = 5
2 Bn 2
k=n+1
lo que contradice que ¥y sea un punto de acumulacién débil-estrella de {,, }. O
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Corolario 8.3. Dado un espacio de Banach real X tal que Va* € X* existe z € B(X) tal que z*(z) = ||=||,
entonces X es reflexivo.

Demostracion. Por el teorema B(X) es débilmente compacta, luego por el teorema es reflexivo. [
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